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Kurzzusammenfassung
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich mit der Herleitung eines zweikomponentigen Hartree–
Fock–Verfahrens und eines zweikomponentigen Geometriegradienten im Rahmen der Hartree–
Fock– und Dichtefunktionaltheorie sowie deren Anwendung.
In Kapitel III wird der zweikomponentige Dichtefunktionalformalismus fu¨r die Anwendung
im Hartree–Fock–Fall erweitert. Dadurch ist es mo¨glich neben Hartree–Fock– und Dichtefunktio-
nalmethoden auch Dichtefunktionale mit exaktem Austausch wie z.B. B3LYP einzusetzen. Die
geschickte Aufteilung der Operatoren mit Hilfe der Pauli–Spinmatrizen la¨ßt eine besonders effi-
ziente Implementation in bestehende, einkomponentige Quantenchemieprogramme zu. In dieser
Arbeit wird dieser zweikomponentige Formalismus zusammen mit der ZORA(MP)–Na¨herung fu¨r
relativistische Effekte verwendet (zeroth order regular approximation for relativistic effects with
model potentials). Die Formulierung des zweikomponentigen Verfahrens ist dabei so allgemein,
daß weitere zweikomponentige, relativistische Na¨herungen leicht hinzugefu¨gt werden ko¨nnen.
Kapitel IV bescha¨ftigt sich mit der Herleitung des Geometriegradienten fu¨r die in Kapitel
III beschriebenen zweikomponentigen Verfahren. Auch hier wird besonderes Augenmerk auf die
effiziente Implementation in bestehende Programme gelegt. Mit Hilfe dieses Gradienten ist es
nun mo¨glich, effizient und vollautomatisch Strukturen von mehratomigen Moleku¨len schwerer
Elemente zu optimieren. Prinzipiell ist der hier hergeleitete Gradient mit beliebigen zweikom-
ponentigen, relativistischen Na¨herungen zu verwenden, es mu¨ssen lediglich die Ableitungen der
Matrixelemente des Einelektronenoperators nach Kernkoordinaten zur Verfu¨gung stehen. Fu¨r
die in dieser Arbeit verwendete ZORA(MP)–Na¨herung leite ich diese Ausdru¨cke in Anhang B
her. Die effiziente Integration in das hier erweiterte Programm Turbomole fu¨hrt dazu, daß die
Rechenzeit einer vollsta¨ndigen Geometrieoptimierung auf zweikomponentigem, relativistischem
Niveau nur etwa das Zwei– bis Dreifache der einer vergleichbaren skalarrelativistischen Rechnung
betra¨gt.
Abschließend werden in Kapitel V Rechnungen mit den in dieser Arbeit beschriebenen Me-
thoden vorgestellt. Vergleiche von vierkomponentigen, vollrelativistischen Dirac–Hartree–Fock–
Rechnungen mit zweikomponentigen Hartree–Fock–Rechnungen im Rahmen der ZORA(MP)–
Na¨herung zeigen die Gu¨te dieser Na¨herung auf. Vergleiche numerisch ermittelter Geometri-
en zweiatomiger Moleku¨le mit den aus dem hier beschriebenen analytischen Gradienten er-
haltenen verifizieren den Geometriegradienten des zweikomponentigen Formalismus. Die Ge-
genu¨berstellung von berechneten Bindungsla¨ngen und Dissoziationsenergien zweiatomiger Mo-
leku¨le mit experimentellen Daten und Ergebnissen anderer Arbeiten zeigt, daß die ZORA(MP)–
Na¨herung in Kombination mit analytischen Gradienten in der Lage ist, experimentelle Daten gut
vorherzusagen und praktisch gleichwertig zu vierkomponentigen Rechenmethoden ist. Schließlich
werden ZORA(MP)–Rechnungen an mehratomigen Moleku¨len vorgestellt, die wegen fehlender
Geometriegradienten bislang nicht auf relativistischem Allelektronenniveau durchgefu¨hrt werden
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konnten. Besonders die Geometrien der Verbindungen (116)X2 (X=F, Cl, I, At, (117)) (Element
(116): eka–Polonium, Element (117): eka–Astat) zeigen große Spin–Bahn–Effekte, die nur durch
das Vorhandensein neuer Arten chemischer Bindungen erkla¨rt werden ko¨nnen.
ix
Tabelle der verwendeten Symbole
Ψ Wellenfunktion
ΨL Große Komponente der Wellenfunktion
ΨS Kleine Komponente der Wellenfunktion
φ Einelektronenwellenfunktion (Orbital)
χ Basisfunktion
Cµiα Moleku¨lorbitalkoeffizient der µ–ten α–Spin–Basisfunktion zum i–ten Orbital
c Lichtgeschwindigkeit
m Masse
~σ Vektor der Pauli-Spinmatrizen (σx, σy, σz)
hˆ Einelektronenoperator
hˆD Dirac–Einelektronenoperator
hˆZORA ZORA–Einelektronenoperator
hˆZORA(MP) ZORA(MP)–Einelektronenoperator
hˆNR Nichtrelativistischer Einelektronenoperator
hˆSRK Skalarrelativistische Korrektur zu hˆNR
hˆSO Spin–Bahn–Operator (hˆSO = σxhˆ
(x) + σyhˆ
(y) + σzhˆ
(z))
hˆ(0) = hˆNR + hˆSRK, skalarrelativistischer Einelektronenoperator
hˆ(x) x–Komponente des Spin–Bahn–Operators
hˆ(y) y–Komponente des Spin–Bahn–Operators
hˆ(z) z–Komponente des Spin–Bahn–Operators
pˆ Impulsoperator, pˆ = −ih¯ ~∇, bzw. pˆ = −i~∇ in atomaren Einheiten (h¯ = 1)
Jˆ Coulomb–Operator
Kˆ Austauschoperator
Fˆ Fock–Operator (Fˆ = hˆ + Jˆ− Kˆ)
FXC Austausch–Korrelationsfunktional
V Potential
V˜ Modellpotential
VN Kern–Potential
VCoul Coulomb–Potential
VXC Austausch–Korrelationspotential
VLDA Austausch–Korrelationspotential der LDA–Na¨herung
xεi Orbitalenergie des i–ten Orbitals
E1e Einelektronenenergie
ECoul Coulomb–Energie
EExch Austauschenergie
EXC Austausch–Korrelations–Energie
ρ Elektronendichte
ρα α–Spin–Elektronendichte
ρβ β–Spin–Elektronendichte
~s Vektor der Spinmagnetisierung mit den Komponenten mx, my, mz
s La¨nge des Vektors ~s
γαα = ~∇ρα · ~∇ρα
γαβ = ~∇ρα · ~∇ρβ
γββ = ~∇ρβ · ~∇ρβ
 
Dichtematrix,
 
=
( 
(αα)

(αβ)

(βα)

(ββ)
)
=  2
  (0) + σx
  x + σy
  (y) + σz
  (z)
  (αα) αα–Anteil der Dichtematrix
 
  (αβ) αβ–Anteil der Dichtematrix
 
  (βα) βα–Anteil der Dichtematrix
 
  (ββ) ββ–Anteil der Dichtematrix
 
  (0) Gesamtdichtematrix
  (x) x–Spindichtematrix
  (y) y–Spindichtematrix
  (z) z–Spindichtematrix
Dµν Element (µ, ν) Der Dichtematrix
 
˜ 
”
Energiegewichtete“ Dichtematrix

U¨berlappmatrix mit den Elementen Sµν = 〈χµ|χν〉
〈a|b〉 Bracket–Schreibweise: 〈a|b〉 = ∫ a∗(~r)b(~r) d~r
〈a|Oˆ|b〉 Bracket–Schreibweise: 〈a|Oˆ|b〉 = ∫ a∗(~r)Oˆb(~r) d~r
(ab|cd) Mulliken-Schreibweise fu¨r Zweielektronenintegrale:
(ab|cd) = ∫∫ a∗(~r1)b(~r1) 1r12 c∗(~r2)d(~r2) d~r1 d~r2
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1I Einleitung
Im ersten Drittel des 20. Jahrhunderts wurden zwei Theorien entwickelt, die zu einer grundlegen-
den Vera¨nderung des Versta¨ndnisses der Physik fu¨hrten. Albert Einstein entwickelte die spezielle
Relativita¨tstheorie [1] — eine Folgerung aus der Lorentzinvarianz der Maxwellgleichungen und
der Forderung nach einer einheitlichen Transformation ruhender und bewegter Systeme sowohl
in der Mechanik als auch in der Elektrodynamik — und Erwin Schro¨dinger vero¨ffentlichte die
von ihm, Heisenberg und anderen entwickelte Schro¨dingergleichung zur Beschreibung quanten-
mechanischer Systeme [2, 3, 4, 5].
Fru¨h wurde klar, daß die Schro¨dingergleichung nicht alle experimentellen Beobachtungen
qualitativ korrekt beschreiben kann. Man erkannte, daß die Einbeziehung der speziellen Relati-
vita¨tstheorie in die Quantenmechanik fu¨r eine korrekte Beschreibung von Atomen unabdingbar
ist. Der erste Versuch, beide Theorien zusammenzufu¨hren wurde von Klein und Gordon un-
ternommen [6, 7]. Die Klein–Gordon–Gleichung liefert wegen des enthaltenen Wurzelausdrucks
jedoch sowohl positive als auch negative Energiezusta¨nde. Es war damals noch nicht klar, wie
das zu interpretieren sei. Ferner kann die Bewegung von Elektronen mit der Klein-Gordon-
Gleichung nicht korrekt beschrieben werden, da der Spin in dieser nicht behandelt wird und die
resultierenden Wellenfunktionen nicht antisymmetrisch sind. Infolgedessen stimmt die berech-
nete Feinstruktur des Spektrums des Wasserstoffatoms nicht mit dem Experiment u¨berein. Die
Akzeptanz der Gleichung war dementsprechend klein. Heute ist klar, daß Eigenfunktionen zu
positiven Eigenwerten der Klein-Gordon-Gleichung Bosonen und die zu negativen Eigenwerten
deren Antiteilchen beschreiben.
1928 vero¨ffentlichte Paul Adrien Maurice Dirac die nach ihm benannte Gleichung, mit der es
gelang, Relativita¨tstheorie und Quantenmechanik so zu vereinigen, daß eine korrekte Beschrei-
bung elektronischer Zusta¨nde mo¨glich ist [8, 9]. Auch die Dirac–Gleichung fu¨hrt zu positiven
und negativen Eigenwerten, die elektronischen bzw. positronischen Zusta¨nden entsprechen. Po-
sitronen wurden erst im Jahre 1932 entdeckt, bis dahin blieb der Dirac–Gleichung die volle
Anerkennung versagt.
Die Relevanz der relativistischen Quantenmechanik fu¨r chemische Systeme wurde lange Zeit
unterscha¨tzt. Dirac selber schrieb 1929:
The general theory of quantum mechanics is now almost complete, the imperfec-
tions that still remain being in connection with the exact fitting of the theory with
relativity ideas. These give rise to difficulties only when high–speed particles are invol-
ved, and are therefore of no importance in the consideration of atomic and molecular
structure and ordinary chemical reactions, in which it is, indeed, usually sufficiently
accurate if one neglects relativity variation of mass with velocity and assumes only
Coulomb forces between the various electrons and atomic nuclei.
P. A. M. Dirac, 1929 [10]
2 I EINLEITUNG
Erst Mitte der 70er Jahre wurde die Bedeutung der Relativita¨tstheorie fu¨r die theoretische
Chemie erkannt. Vor allem Bindungsenergien schwerer und superschwerer Elemente konnten nur
unter Einbeziehung relativistischer Effekte mit guter Genauigkeit vorhergesagt werden [11, 12].
Heute wird allgemein akzeptiert, daß die Beru¨cksichtigung relativistischer Effekte fu¨r die Chemie
schwerer Elemente absolut notwendig ist.
Leider gestaltet sich das Lo¨sen der Dirac–Gleichung sehr schwierig und zeitaufwendig, da
immer elektronische und positronische Lo¨sungen der Gleichung existieren und die Trennung der
beiden nicht trivial ist. Neben den sogenannten vollrelativistischen, vierkomponentigen Rechen-
methoden1, die sowohl den elektronischen als auch den positronischen Anteil der Wellenfunktion
beru¨cksichtigen und direkt auf der Dirac–Gleichung basieren, wurden und werden daher auch
Verfahren entwickelt, die beiden Anteile voneinander zu trennen.
Eine Mo¨glichkeit diese Trennung zu erreichen ist, den Dirac–Operator so zu transformie-
ren, daß keine Kopplung zwischen der
”
großen“ (elektronischen) und
”
kleinen“ (positronischen)
Komponente der Wellenfunktion auftritt. Dies ist allerdings nur fu¨r freie Teilchen, also ohne ex-
ternes Potential, exakt mo¨glich. Ist ein externes Potential, z.B. das eines Atomkerns, vorhanden,
muß die Transformation des Operators in einer Reihe entwickelt werden. Der erste Versuch einer
solchen Reihenentwicklung geht auf Foldy und Wouthuysen zuru¨ck [13]. Die Foldy–Wouthuysen–
Transformation fu¨hrt allerdings bei einem Abbruch der Reihenentwicklung zu singula¨ren Hamil-
tonoperatoren, die nicht in variationellen Rechnungen verwendet werden ko¨nnen. Durch einen
anderen Ansatz gelang es Douglas und Kroll, diese Probleme zu vermeiden und auch bei ei-
nem Abbruch der Reihenentwicklung einen regula¨ren Operator zu erhalten [14]. Sind große und
kleine Komponente entkoppelt, kann der zur großen Komponente geho¨rende Anteil des Dirac–
Operators verwendet werden, um ausschließlich elektronische Lo¨sungen zu erhalten. Dies fu¨hrt zu
zweikomponentigen Verfahren, in denen nur α– und β–Anteil der großen Komponente betrachtet
werden.
Ein weiterer Ansatz, der zu relativistischen, zweikomponentigen Formalismen fu¨hrt, ist die
Eliminierung der kleinen Komponente2. Die Dirac–Gleichung wird dabei als Gleichungssystem
betrachtet und so umgeformt, daß die kleine Komponente durch die große Komponente ausge-
dru¨ckt wird. Der erhaltene Hamiltonoperator ha¨ngt von der Energie des Systems ab, wodurch
die Anwendbarkeit stark eingeschra¨nkt ist. Er la¨ßt sich aber in einer Reihe entwickeln, die bei
einem Reihenabbruch die Energieabha¨ngigkeit entfernt. Das fu¨hrt zu den von van Lenthe et
al. entwickelten regula¨ren Na¨herungen nullter und erster Ordnung fu¨r relativistische Effekte3
[15, 16, 17]. Diese Na¨herungen sind nicht eichinvariant, das heißt bei einer A¨nderung des exter-
1Sowohl die elektronische als auch die positronische Komponente der Wellenfunktion bestehen ihrerseits aus
einem α– und einem β–Spin–Anteil. Insgesamt besteht die Wellenfunktion also aus vier Komponenten.
2 eliminiation of the small component, ESC
3 zeroth–order regular approximation, ZORA, Abbruch nach dem nullten Glied der Reihenentwicklung, und
first–order regular approximation, FORA, Abbruch nach dem ersten Glied der Reihenentwicklung
3nen Potentials a¨ndert sich die Energie des Systems nicht in gleichem Maße. Eine Mo¨glichkeit
dieses Problem in den Griff zu bekommen ist die Einfu¨hrung eines Modellpotentials in den
ZORA–Operator. Dieser Ansatz fu¨hrt zu der ZORA(MP)–Na¨herung von van Wu¨llen [18, 19],
die ich in dieser Arbeit verwende.
Auch mittels sto¨rungstheoretischer Ansa¨tze lassen sich relativistische Effekte bis zu einem
gewissen Grad in quantenchemische Rechnungen einbeziehen. Dieser Ansatz liefert jedoch nur
bis zu Elementen der 5. Periode des Periodensystems zufriedenstellende Ergebnisse. Daher wird
im Rahmen dieser Arbeit nicht na¨her darauf eingegangen.
Bislang sind relativistische Allelektronenrechnungen sehr zeitaufwendig. Mit dem in dieser
Arbeit entwickelten zweikomponentigen Hartree–Fock–Verfahren und van Wu¨llens zweikompo-
nentigem Dichtefunktionalverfahren [20] ist eine effiziente Implementierung in bestehende Quan-
tenchemieprogramme mo¨glich (Kapitel III). Man profitiert dabei von der großen Erfahrung, die
in bestehende nicht– und skalarrelativistische Programme eingeflossen ist, was auch die Be-
rechnung großer Moleku¨le erlaubt. Das vorgestellte Verfahren ist prinzipiell unabha¨ngig vom
verwendeten Einelektronenoperator, es mu¨ssen lediglich dessen Matrixelemente vorliegen. Da-
durch ko¨nnen neben dem bereits implementierten ZORA(MP)–Verfahren weitere relativistische
Na¨herungen leicht hinzugefu¨gt werden.
Die Berechnung der Strukturen von Moleku¨len schwerer Elemente gestaltet sich bisher recht
aufwendig, da nur in wenigen relativistischen Quantenchemieprogrammen analytische Geome-
triegradienten vorhanden sind. So lassen sich nur die Geometrien zweiatomiger Moleku¨le oder
solcher hoher Symmetrie mit vertretbarem Aufwand optimieren. Mit dem in Kapitel IV ent-
wickelten Geometriegradienten ist es nun mo¨glich, Strukturen beliebiger mehratomiger Moleku¨le
schwerer Elemente mit vergleichsweise geringem Aufwand zu erhalten. Auch bei der Herleitung
des Geometriegradienten wurde besonderer Wert auf die leichte und effiziente Integration in be-
stehende Programme gelegt. Um den Gradienten auf andere als die hier verwendete ZORA(MP)–
Na¨herung anwenden zu ko¨nnen, ist lediglich die Bereitstellung der Ableitung der Matrixelemente
des Einelektronenoperators erforderlich. Im Rahmen der ZORA(MP)–Na¨herung wird fu¨r eine
vollautomatische, zweikomponentige Geometrieoptimierung nur etwa das Zwei– bis Dreifache
der Zeit einer entsprechenden einkomponentigen, skalarrelativistischen Optimierung beno¨tigt.
Die hier vorgestellten Methoden wurden im Rahmen dieser Arbeit in eine modifizierte Ver-
sion des Programmpakets Turbomole [21] integriert. Kapitel V stellt mit dieser Implemen-
tation erhaltene Ergebnisse vor. Der Vergleich zweiatomiger Rechnungen mit vierkomponenti-
gen Dirac–Hartree–Fock–Rechnungen zeigt die Qualita¨t der ZORA(MP)–Na¨herung im Hartree–
Fock–Verfahren. Umfangreiche Vergleiche mit Literaturdaten belegen die Anwendbarkeit des
vorgestellten zweikomponentigen Verfahrens und des Geometriegradienten. Die im Rahmen die-
ser Arbeit erstmals durchgefu¨hrten Rechnungen an Element–(116)–Dihalogeniden zeigen sehr
große Spin–Bahn–Effekte auf die Geometrie der Moleku¨le, die nur unter Einbeziehung neuer Ar-
ten chemischer Bindungen erkla¨rt werden ko¨nnen, wie sie nur bei schweren Elementen auftreten.
4 I EINLEITUNG
5II Relativistische quantenchemische Verfahren
Bereits in den 1920er Jahren wurde klar, daß die nichtrelativistische Schro¨dinger–Gleichung nicht
ausreicht, um die Elektronenstruktur von Atomen korrekt zu beschreiben. Der Elektronenspin
mußte als Postulat in die Theorie eingefu¨hrt werden, und die Beobachtungen am Spektrum des
Wasserstoffatoms konnten mit der nichtrelativistischen Theorie nicht erkla¨rt werden. Wird der
relativistische Ausdruck fu¨r die kinetische Energie eines freien Teilchens, E =
√
p2c2 + m2c4,
verwendet, um daraus einen Operator der kinetischen Energie zu konstruieren, gelangt man zu4
i
∂Ψ(~r, t)
∂t
=
√
−c2~∇2 + m2c4Ψ(~r, t). (1)
Der Wurzeloperator in dieser Gleichung fu¨hrt jedoch zu großen Problemen bei ihrer Anwendung.
Durch Quadrieren der Operatoren erha¨lt man die Klein–Gordon–Gleichung [6, 7]
−∂
2Ψ(~r, t)
∂t2
= (−c2~∇2 + m2c4)Ψ(~r, t). (2)
Die Klein–Gordon–Gleichung beschreibt allerdings keine Fermionen (Teilchen halbzahligen
Spins, z.B. Elektronen), sondern Bosonen (Teilchen ganzzahligen Spins). Dirac gelang es schließ-
lich, einen lorentzinvarianten Operator aufzustellen, der Fermionen beschreiben kann [8]. Alle
im folgenden vorgestellten Verfahren sind letztendlich Na¨herungen der Dirac–Gleichung5 :
hˆDΨ = [c~αpˆ + (β − 1)mc2 + V ]Ψ = EΨ
 V c~σpˆ
c~σpˆ V − 2mc2



ΨL
ΨS

 = E

ΨL
ΨS

 (3)
mit
~α =

0 ~σ
~σ 0

 und β =

  2 0
0 −  2

 . (4)
~σ ist der Vektor der Pauli–Spinmatrizen
~σ = (σx, σy, σz) =



0 1
1 0

 ,

0 −i
i 0

 ,

1 0
0 −1



 . (5)
4 In atomaren Einheiten: h¯ = m = 1, m wird jedoch zur U¨bersichtlichkeit weiterhin aufgefu¨hrt.
5 Die korrekte Form der Dirac–Gleichung ist
0
@V + mc
2 c~σpˆ
c~σpˆ V −mc2
1
A
0
@Ψ
L
ΨS
1
A = E
0
@Ψ
L
ΨS
1
A .
Das Spektrum des Dirac–Operators beinhaltet elektronische Zusta¨nde mit Energien gro¨ßer als Null genauso wie
positronische Zusta¨nde mit Energien kleiner als Null. Die elektronischen Zusta¨nde bilden unterhalb von E = mc2
ein diskretes Eigenwertspektrum, oberhalb davon das nichtbindende Kontinuum. Die positronischen Zusta¨nde
dagegen bilden ein Kontinuum bei E < −mc2 und ein diskretes Spektrum bei E ≥ −mc2. Um die Energien
der elektronischen Zusta¨nde mit den Energien nichtrelativistischer Rechnungen vergleichen zu ko¨nnen, wird die
Energieskala um −mc2 verschoben und man gelangt zu Gl. (3).
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Die Wellenfunktion Ψ =
(ΨL
ΨS
)
ist ein vierkomponentiger Vektor. ΨL und ΨS beinhalten auch
den Spin und sind zweikomponentig.
ΨL =

ΨLα
ΨLβ

 ΨS =

ΨSα
ΨSβ

 (6)
Die Dirac–Gleichung beschreibt nur die Bewegung von einem Elektron. Um Mehrteilchensy-
steme zu beschreiben, kann die Dirac–Gleichung als effektiver Einelektronenoperator in einem
self–consistent–field–Verfahren (SCF) eingesetzt werden. Dies fu¨hrt — analog zum nichtrelati-
vistischen Hartree–Fock–Verfahren — zum Dirac–Hartree–Fock–Verfahren (DHF).
Wird das nichtrelativistische Coulomb–Potential
VCoul =
1
rij
(7)
fu¨r die Elektron–Elektron–Wechselwirkung verwendet, gelangt man zum Dirac–Coulomb–
Verfahren (DC). Dabei wird jedoch vernachla¨ssigt, daß die Wechselwirkung der Elektronen unter-
einander durch die Lichtgeschwindigkeit begrenzt wird und auch magnetische Wechselwirkungen
eine Rolle spielen. Aus der Quantenelektrodynamik wurde der Breit–Operator entwickelt, der
diesen zusa¨tzlichen Beitra¨gen na¨herungsweise Rechnung tra¨gt:
VBreit =
1
rij
− ~αi~αj
rij
− 1
2
(~αi~∇i)(~αj ~∇j)rij . (8)
Ha¨ufig wird der letzte Term weggelassen. Dann gelangt man zum Gaunt–Operator, in dem
das Coulomb-Potential nur durch die magnetische Wechselwirkung der Elektronen korrigiert
wird:
VGaunt =
1
rij
− ~αi~αj
rij
. (9)
Da das DHF–Verfahren kompliziert und die Trennung von elektronischen und positronischen
Eigenwerten nicht trivial ist, wurden Verfahren entwickelt, die große und kleine Komponente (ΨL
bzw. ΨS) voneinander zu entkoppeln oder die kleine Komponente vollsta¨ndig zu eliminieren. Im
folgenden sollen einige wichtige heute gebra¨uchliche Varianten vorgestellt werden.
1 Eliminierung der kleinen Komponente (ESC)
Um zu einem zweikomponentigen Ausdruck fu¨r die große Komponente ΨL der Dirac–
Wellenfunktion zu gelangen, kann man die kleine Komponente ΨS eliminieren. Schreibt man
die Dirac–Gleichung (3) in ein Gleichungssystem (
”
split notation“) um, gelangt man zu
V ΨL + c~σpˆΨS = EΨL (10a)
c~σpˆΨL + (V − 2mc2)ΨS = EΨS . (10b)
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Lo¨st man (10b) nach ΨS auf, erha¨lt man
ΨS =
1
2mc2 + E − V c~σpˆΨ
L =
1
2mc2
(
1− V −E
2mc2
)−1
c~σpˆΨL ≡ XˆΨL. (11)
Xˆ ist der Operator der Eliminierung der kleinen Komponente. In (10a) eingesetzt:
V ΨL +
1
2mc2
c~σpˆ
(
1− V −E
2mc2
)−1
c~σpˆΨL = EΨL. (12)
Dies liefert den Hamiltonoperator nach Eliminierung der kleinen Komponente hˆesc:
hˆesc = V +
1
2mc2
c~σpˆ
(
1− V −E
2mc2
)−1
c~σpˆ. (13)
Durch die Energieabha¨ngigkeit ist hˆesc nicht hermitesch und fu¨hrt dementsprechend auch nicht
zu zueinander orthogonalen Orbitalen. Dieses Problem la¨ßt sich durch eine Reihenentwicklung
von
(
1− V−E
2mc2
)−1
lo¨sen: (
1− V −E
2mc2
)−1
=
∞∑
k=0
(
V −E
2mc2
)k
(14)
Abbruch der Reihe nach k = 1 entfernt die Energieabha¨ngigkeit. Dies liefert den Pauli–
Hamiltonoperator:
hˆPauli =
1
2m
pˆ2 + V − 1
8m3c2
pˆ4 +
1
8m2c2
(∆V ) +
1
4m2c2
~σ(~∇V × pˆ). (15)
Dieser Operator ruft jedoch einige Probleme hervor. Der nach unten nicht begrenzte mass–
velocity–Term − 18m3c2 pˆ4 fu¨hrt bei hohen Impulsen zum variationellen Kollaps. Der Darwin–Term
1
8m2c2 (∆V ) fu¨hrt zu singula¨rem Verhalten bei punktfo¨rmigen Atomkernen, und auch der Spin–
Bahn–Term 1
4m2c2
~σ(~∇V × pˆ) ist nach unten nicht begrenzt. Der Pauli–Operator la¨ßt sich daher
nur in sto¨rungstheoretischen Rechnungen erster Ordnung sinnvoll einsetzen und soll hier nicht
weiter behandelt werden.
2 Zeroth Order Regular Approximation (ZORA)
Wie van Lenthe et al. gezeigt haben, lassen sich die im Pauli–Operator auftretenden Probleme
elegant lo¨sen [15, 16, 17, 22, 23]. Durch geschicktes Umformen des energieabha¨ngigen Terms in
hˆesc (Gl. (13)), (
1 +
E − V
2mc2
)−1
=
2mc2
2mc2 − V
(
1 +
E
2mc2 − V
)−1
, (16)
gelangt man zu folgender Form des Hamiltonoperators nach Eliminierung der kleinen Kompo-
nente:
hˆesc = V +
1
2mc2
c~σpˆ
2mc2
2mc2 − V
(
1 +
E
2mc2 − V
)−1
c~σpˆ
= V + ~σpˆ
c2
2mc2 − V
(
1 +
E
2mc2 − V
)−1
~σpˆ. (17)
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(
1 + E2mc2−V
)−1
kann man analog zu (14) in einer Reihe nach E2mc2−V entwickeln:(
1 +
E
2mc2 − V
)−1
=
(
1− E
V − 2mc2
)−1
=
∞∑
k=0
(
E
V − 2mc2
)k
. (18)
hˆesc ist dann
hˆesc ≈ V + ~σpˆ c
2
2mc2 − V ~σpˆ− ~σpˆ
(
c2
2mc2 − V
)
E
2mc2 − V ~σpˆ + · · · . (19)
Ein Abbruch der Reihenentwicklung nach dem nullten Glied fu¨hrt zur zeroth order regular ap-
proximation (ZORA):
hˆZORA = V + ~σpˆ
c2
2mc2 − V ~σpˆ. (20)
Ein Abbruch nach dem ersten Glied der Reihe fu¨hrt zur first order regular approximation
(FORA). Da der resultierende Operator jedoch a¨hnliche Probleme aufwirft wie der Pauli–
Hamiltonoperator, wird FORA hier nicht weiter behandelt. Weitere Methoden, die prinzipi-
ell auf dieser Entwicklung basieren, sind IORA6 [24] und eine von Klopper et al. entwickelte
ZORA–Variante [25], die jedoch bislang nur untergeordnete Bedeutung haben.
Der ZORA–Operator ist weder singula¨r noch energieabha¨ngig, aber durch das Auftreten des
Potentials im Nenner ist er nicht eichinvariant. Bei einer A¨nderung des Potentials a¨ndert sich die
Energie des Systems nicht um den gleichen Betrag: Gegeben sei ein wasserstoffa¨hnliches Atom
mit dem Potential V = −Zr−1. Bei einer Potentiala¨nderung ∆ fu¨hrt das zu dem Gesamtpotential
V∆ = −Z
r
+ ∆. (21a)
Die dazugeho¨rige ZORA–Energie ist jedoch
EZORA,∆ = EZORA + ∆− EZORA∆
2mc2
+O(c−4). (21b)
Die ZORA–Energie ist also um EZORA∆
2mc2
zu groß.
Eine kurze Beispielrechnung verdeutlicht das Problem: Die Gesamtenergie eines Goldatoms
ist E(Au) ≈ −20000a.u., der Atomradius sei als Bahnradius des a¨ußersten Elektrons angenom-
men: rAu ≈ re ≈ 3a.u.. Eine Ionisierung, also Entfernen des a¨ußersten Elektrons, fu¨hrt zu einer
Potentiala¨nderung
∆ = − 1re = −13 ≈ −9eV.
Der Fehler in der Ionisierungsenergie nach Gl. (21b) ist dann (mit m = 1, c ≈ 137)
−E(Au)∆
2mc2
= −20000 ·
1
3
37538
= −0,178 ≈ −4,8eV.
Die experimentell ermittelte erste Ionisierungsenergie von Gold ist 9,22 eV, ZORA liefert aber
nur 5,21 eV. Der Fehler liegt also bei −4 eV [16, 18]. Da auch bei Bindungsbildungen A¨nderungen
des Potentials in der Na¨he der Atomkerne auftreten, werden Bindungen, vor allem in Ionen, nicht
korrekt beschrieben.
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2.1 Scaled ZORA (sZORA)
Ein Ansatz dieses Problem zu lo¨sen ist, die Energie nach der Optimierung der Wellenfunktion
nachtra¨glich zu korrigieren. Der scaled–ZORA–Hamiltonoperator [16] wurde von van Lenthe et
al. aus dem Foldy–Wouthuysen–Hamiltonoperator hergeleitet. Der resultierende Operator ist
hˆsZORA =
~σpˆ c
2
2mc2−V
~σpˆ + V
1 + 〈ΨL|~σpˆ c2
(2mc2−V )2
~σpˆ|ΨL〉 . (22)
Da hˆsZORA und hˆZORA dieselben Eigenfunktionen besitzen genu¨gt es, die ZORA–Gleichung zu
lo¨sen und anschließend zu skalieren:
EsZORA =
1
1 + 〈ΨL|~σpˆ c2
(2mc2−V )2
~σpˆ|ΨL〉EZORA. (23)
Fu¨r wasserstoffartige Atome liefert dieser Ansatz exakt die aus der Dirac–Gleichung erhaltenen
Energien. Bei Systemen mit mehreren Elektronen fu¨hrt auch scaled ZORA zu Fehlern, die jedoch
verglichen mit ZORA recht klein ausfallen (O(c−4) statt O(c−2)). Durch den Skalierungsterm
wird es jedoch sehr schwierig, einen analytischen Geometriegradienten aufzustellen, der fu¨r die
Geometrieoptimierung von mehratomigen Moleku¨len beno¨tigt wird.
2.2 ZORA mit Modellpotential (ZORA(MP))
Das von van Wu¨llen entwickelte ZORA(MP)–Verfahren [18, 19] lo¨st das Problem der Eichinva-
rianz durch Einfu¨hren eines Modellpotentials V˜ :
hˆZORA(MP) = V + ~σpˆ
c2
2c2 − V˜ ~σpˆ. (24)
Da das Modellpotential von einem externen Feld unabha¨ngig ist, ist die ZORA(MP)–
Gleichung eichinvariant. Das Modellpotential ist die Summe der Kernpotentiale und der Mo-
dellpotentiale der Atome. Diese werden aus Atomrechnungen gewonnen und in einer Basis aus
s–Gaußfunktionen entwickelt. Das fu¨hrt dazu, daß die ZORA(MP)–Integrale nicht analytisch
gelo¨st werden ko¨nnen, sondern mittels numerischer Integration berechnet werden mu¨ssen. Im
Gegenzug la¨ßt sich aber der Geometriegradient analytisch herleiten (s. Kap. IV).
3 Die Foldy–Wouthuysen–Transformation (FW)
Neben der Eliminierung der kleinen Komponente ist die Foldy–Wouthuysen–Transformation
(FW) ein weiterer wichtiger Ansatz, die Dirac–Gleichung in eine zweikomponentige Form zu
u¨berfu¨hren [13, 26, 27]. Bringt man den Dirac–Operator (3) durch eine unita¨re Transformation
Uˆ in Block–Diagonal–Form, ergibt sich eine Entkopplung der großen und kleinen Komponente:
hˆbd = UˆhˆDUˆ
† =

hˆ+ 0
0 hˆ−

 . (25)
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Eine solche Transformation wird exakte Foldy–Wouthuysen–Transformation (EFW) genannt. In
der transformierten Wellenfunktion
Ψ˜ = UˆΨ =
(
Ψ˜L
Ψ˜S
)
(26)
ist Ψ˜S = 0 fu¨r elektronische bzw. Ψ˜L = 0 fu¨r positronische Zusta¨nde. Aus hˆ+Ψ˜
L = EΨ˜L erha¨lt
man also nur die elektronischen Zusta¨nde des Dirac-Operators hˆD.
Die Matrix
Uˆ =

Uˆ11 Uˆ12
Uˆ21 Uˆ22

 (27)
la¨ßt sich folgendermaßen definieren. Aus Ψ˜S = 0 fu¨r elektronische Zusta¨nde folgt mit XˆΨL = ΨS
(Gl. (11)):
(Uˆ21Uˆ22Xˆ)Ψ
L = 0 ∀ ΨL. (28)
Dies gilt genau dann, wenn
Uˆ21 = −Uˆ22Xˆ. (29a)
Entsprechend folgt aus Ψ˜L = 0 fu¨r positronische Zusta¨nde:
Uˆ12 = Uˆ11Xˆ
†. (29b)
Aus der Unitarita¨t UˆUˆ† = 1 erha¨lt man die Diagonalelemente
U11 = e
iξ(1 + Xˆ†Xˆ)−
1
2 , ξ ∈ [0, 2pi[, (29c)
U22 = e
iϕ(1 + XˆXˆ†)−
1
2 , ϕ ∈ [0, 2pi[. (29d)
ξ und ϕ du¨rfen frei gewa¨hlt werden. Fu¨r ξ = ϕ = 0 ist
Uˆ =

 (1 + Xˆ†Xˆ)− 12 (1 + Xˆ†Xˆ)− 12 Xˆ†
−(1 + XˆXˆ†)− 12 Xˆ (1 + XˆXˆ†)− 12

 . (30)
Der Operator Xˆ aus Gl. (11) la¨ßt sich auch in eine energieunabha¨ngige Form bringen, die aller-
dings nur fu¨r bestimmte Potentiale geschlossene Lo¨sungen hat:
Xˆ =
1
2mc2
(c~σpˆ− [Xˆ, V ]− Xˆc~σpˆXˆ). (31)
Daraus ergibt sich dann fu¨r die Elemente des blockdiagonalen Operators hˆbd (Gl. (25)):
hˆ+ =
1√
1 + Xˆ†Xˆ
[V + c~σpˆXˆ + Xˆ†c~σpˆ + Xˆ†(V − 2mc2)Xˆ] 1√
1 + Xˆ†Xˆ
(32a)
hˆ− =
1√
1 + Xˆ†Xˆ
[V − 2mc2 − c~σpˆXˆ† − Xˆ†c~σpˆ + XˆV Xˆ†] 1√
1 + Xˆ†Xˆ
. (32b)
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Der erste Versuch, den Dirac–Hamiltonoperator auf diese Weise in Blockdiagonalform zu
bringen, wurde von Foldy und Wouthuysen unternommen [13]. In diesem Ansatz wird der Dirac–
Operator in gerade und ungerade Terme separiert. Gerade Terme (E) sind blockdiagonal und
kommutieren mit β, ungerade Terme (O) bilden die Außerdiagonalblo¨cke und antikommutieren
mit β:
[E , β] = 0, {O, β} = 0. (33)
Der Dirac–Operator, Gl. (3) la¨ßt sich dann als
hˆD = (β − 1)mc2 + V + c~αpˆ = E (−1) + E (0) +O(0) (34)
schreiben. Die hochgestellten Indizes geben die Ordnung des Operators in 1
mc2
an.
Die unita¨re Transformation (25) wird in eine Reihe von unita¨ren Transformationen Uˆ(i)
zerlegt:
hˆbd = UˆhˆDUˆ
† = · · · Uˆ(2)Uˆ(1)Uˆ(0)hˆDUˆ(0)†Uˆ(1)†Uˆ(2)† · · · (35)
Die Uˆ(i) werden mit
Uˆ(i) = eiSˆi (36)
parametrisiert. Sˆ ist ein hermitescher Operator mit der fu¨hrenden Ordnung ( 1
mc2
)i+1, der so
gewa¨hlt wird, daß die niedrigste Ordnung in 1
mc2
in den Außerdiagonalblo¨cken O eliminiert
wird. Fu¨r Sˆ0 ergibt sich
Sˆ0 = −iβ O
(0)
2mc2
. (37)
Leider fu¨hrt ein Abbruch der Reihenentwicklung der Foldy–Wouthuysen–Transformation zu ei-
nem singula¨ren Operator der nicht in variationellen Ansa¨tzen verwendet werden kann.
Im Falle des freien Teilchens, also mit V = 0, la¨ßt sich jedoch eine geschlossene Lo¨sung fu¨r
Uˆ, Uˆ0, finden:
Uˆ0 = exp
(
β
~αpˆ
2p
arctan
p
mc
)
= Ap(1 + βRp) (38a)
mit
Ap =
√
Ep + mc2
2Ep
, Rp =
c~αpˆ
Ep + mc2
= ~αPˆp (38b)
In Blockdiagonalform erha¨lt man dann
Uˆ0 = Ap

 1 ~σPˆp
−~σPˆp 1

 . (39)
Dies definiert eine Foldy–Wouthuysen–Transformation fu¨r ein freies Teilchen (fpFW).
Die fpFW–Transformation la¨ßt sich auch bei Vorhandensein eines externen Potentials an-
wenden.
hˆ1 = Uˆ0hˆDUˆ
†
0 = E0 + E1 +O1 (40a)
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E0 = βEp −mc2 (40b)
E1 = Ap(V + RpV Rp)Ap (40c)
O1 = βAp[Rp, V ]Ap (40d)
Die Indizes geben die Ordnung des externen Potentials an. Der Vollsta¨ndigkeit halber sei auch
die Blockdiagonalform des Hamiltonoperators nach der fpFW–Transformation angegeben:
hˆ1 =

hˆ111 hˆ121
hˆ211 hˆ
22
1

 . (41a)
mit
hˆ111 = Ep −mc2 + ApV Ap + Ap~σPˆpV ~σPˆpAp (41b)
hˆ121 = Ap[~σPˆp, V ]Ap = −hˆ211 (41c)
hˆ221 = −Ep −mc2 + ApV Ap + Ap~σPˆpV ~σPˆpAp. (41d)
4 Die Douglas–Kroll–Transformation (DK)
Eine Mo¨glichkeit die große und kleine Komponente nach der fpFW–Transformation zu tren-
nen ist, den Hamiltonoperator in Potenzen des externen Potentials V zu entwickeln, wobei die
Außerdiagonalblo¨cke Schritt fu¨r Schritt eliminiert werden. Die Entwicklung in V vermeidet sin-
gula¨re Operatoren bei einem Abbruch der Reihe wie sie bei der FW–Transformation auftreten.
Dies fu¨hrt zum Douglas–Kroll–Ansatz (DK) [14], der von Hess et al. weiterentwickelt wurde
[28, 29, 27, 30]. Dabei wird eine Reihe von unita¨ren Transformationen Uˆi, i = 1, 2, 3, . . . kon-
struiert, die den ungeraden Term i–ter Ordnung in V, Oi, im i–ten Schritt eliminieren.
hˆbd = UˆhˆDUˆ
† = · · · Uˆ4Uˆ3Uˆ2Uˆ1Uˆ0hˆdUˆ†0Uˆ†1Uˆ†2Uˆ†3Uˆ†4 · · ·
= · · · Uˆ4Uˆ3Uˆ2Uˆ1hˆ1Uˆ†1Uˆ†2Uˆ†3Uˆ†4 · · · =
∞∑
k=0
Ek (42)
Als Uˆ0 wird dabei immer die fpFW–Transformation (39) verwendet.
Der allgemeinste Ansatz, einen unita¨ren Operator Uˆ zu konstruieren ist u¨ber eine Potenzreihe
in einem antihermiteschen Operator W ′.
Uˆi = a
(i)
0 + a
(i)
1 W
′
i + a
(i)
2 W
′
i
2 + a
(i)
3 W
′
i
3 + · · · = a(i)0 1ˆ +
∞∑
k=1
a
(i)
k W
′
i
k (43)
Die Koeffizienten a
(i)
k du¨rfen reell gewa¨hlt werden. W
′ muß ungerade und von i–ter Ordnung
im externen Potential sein. Aus der Unitarita¨t von Uˆ, UˆUˆ† = 1ˆ, folgt, daß ungerade Koeffizi-
enten a
(i)
1 , a
(i)
3 , . . . beliebig gewa¨hlt werden du¨rfen. Gerade Koeffizienten sind Funktionen der
Koeffizienten niedrigerer Ordnung, fu¨r a0 erha¨lt man a0 = ±1.
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Mit der Transformation
Uˆ1 = a
(1)
0 +
∞∑
k=1
a
(1)
k W
′
1
k (44)
erha¨lt man fu¨r hˆ2
hˆ2 = Uˆ1hˆ1Uˆ
†
1
=
[
a
(1)
0 +
∞∑
k=1
a
(1)
k W
′
1
k
]
(E0 + E1 +O1)
[
a
(1)
0 +
∞∑
k=1
(−1)ka(1)k W ′1k
]
= E0 + E1 +O(2)1 + E2 + O(2)2 + E3 +O(2)3 +
∞∑
k=4
(E (2)k +O(2)k ) (45a)
mit
O(2)1 = O1 + a(1)0 a(1)1 [W ′1, E0] (45b)
E2 = a(1)0 a(1)1 [W ′1,O1] + 12 (a
(1)
1 )
2[W ′1, [W
′
1, E0]] (45c)
O(2)2 = a(1)0 a(1)1 [W ′1, E1] (45d)
E3 = 12(a
(1)
1 )
2[W ′1, [W
′
1, E1]] (45e)
Die geraden Anteile des Operators, E0 bis E3 a¨ndern sich bei Fortfu¨hrung der Reihenentwicklung
nicht mehr. Die DK–Transformation zweiter Ordnung liefert also hˆ+ und hˆ− bereits bis zur
dritten Ordnung in V . W ′1 wird gerade so gewa¨hlt, daß O(2)1 = 0. Daraus folgt
[W ′1, E0] = −
a
(1)
0
a
(1)
1
O1. (46)
Daru¨ber la¨ßt sich ein Operator W1 definieren, der nicht mehr von den Polynomialkoeffizienten
abha¨ngt:
W1 = a
(1)
0 a
(1)
1 W
′
1, (47)
(45) vereinfacht sich dann mit a0 = ±1 und Gl. (46) zu
E2 = 12 [W1,O1] (48a)
O(2)2 = [W1, E1] (48b)
E3 = 12 [W1, [W1, E1]] (48c)
Diese Entwicklung la¨ßt sich beliebig zu ho¨heren Ordnungen fortfu¨hren und konvergiert zum
vollsta¨ndig entkoppelten Operator hˆbd. Allgemein gilt hier eine (2n + 1)–Regel: Die unita¨re
Transformation Uˆ2 liefert hˆ± bis zur fu¨nften, die Transformation Uˆ3 bis zur siebten Ordnung in
V . Die aus der DK–Entwicklung erhaltenen Hamiltonoperatoren sind weiterhin vierkomponentig.
Zu einem zweikomponentigen Formalismus gelangt man indem nur hˆ+ verwendet wird.
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5 Relativistische effektive Rumpfpotentiale (RECP)
Die Verwendung von effektiven Rumpfpotentialen (effective core potentials, ECP) fu¨hrt zu ei-
ner drastischen Verringerung der Rechenzeit, da nur ein kleiner Teil der Elektronen explizit
beru¨cksichtigt werden muß. Die Rumpfpotentiale werden an Daten aus nichtrelativistischen,
zweikomponentigen oder vierkomponentigen Allelektronenrechnungen angepaßt. Im einfachsten
Fall kann man skalarrelativistische ECPs in nichtrelativistischen, einkomponentigen Verfahren
verwenden, um zumindest skalarrelativistische Effekte zu erfassen. ECPs ko¨nnen aber auch in
zweikomponentigen Rechnungen zum Einsatz kommen und dann auch Spin–Bahn–Effekte be-
schreiben [31].
Prinzipiell werden die Z − Nv kernnahen Elektronen in einem effektiven Potential Vcv, er-
halten aus ab–initio–Rechnungen, zusammengefaßt, in dem sich die Valenzelektronen bewegen.
Die Nv Valenzelektronen werden dagegen explizit beru¨cksichtigt. Dies fu¨hrt zu einem Valenz–
Hamiltonoperator:
Hˆv =
Nv∑
i
hˆv(i) +
1
2
Nv∑
i,j
gˆv(i,j) + Vcc + Vcpp (49a)
mit
hˆv = hˆ + Vcv. (49b)
hˆv ist ein effektiver Einteilchenoperator, gˆv ein effektiver Zweiteilchenoperator. Das Kern–Kern–
Potential Vcc beschreibt die Abstoßung der Atomru¨mpfe inklusive der Atomkerne. Das Kern-
polarisationspotential Vcpp dient zur Beschreibung der Polarisation des Kerns durch die Valenz-
elektronen und externe Potentiale.
Grundsa¨tzlich muß man zwischen zwei verschiedenen Arten von ECPs unterscheiden. Zum
einen sind dies die Modellpotentiale, bei denen die Struktur der Valenzorbitale gegenu¨ber den
Allelektronenrechnungen weitgehend erhalten bleibt (AIMP, ab initio model potential), zum
anderen die Pseudopotentiale (PP), bei denen die Orbitale im kernnahen Bereich keine Knoten-
fla¨chen besitzen.
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III Zweikomponentiger Formalismus
Der hier vorgestellte und in dieser Arbeit verwendete zweikomponentige Formalismus wurde von
van Wu¨llen fu¨r die Verwendung im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie formuliert. Ich erweitere
diesen Ansatz, um auch Rechnungen im Rahmen des Hartree–Fock–Verfahrens (HF) durchfu¨hren
zu ko¨nnen. Durch die Kombination des exakten HF–Austauschs und des zweikomponentigen
DFT–Verfahrens lassen sich auch Hybridfunktionale wie z.B. B3LYP verwenden. Im Gegensatz
zu der trivialen Formulierung eines zweikomponentigen Formalismus in (2M × 2M)–Matrizen7,
ist die hier beschriebene Vorgehensweise auf mo¨glichst effiziente Implementierung in bestehende,
einkomponentige Programme ausgelegt. Dies wird vor allem durch die geschickte Darstellung der
Operatoren und der Dichtematrix in (M ×M)–Matrizen erreicht. Die Symmetrieeigenschaften
der resultierenden Matrizen erlauben es, viele der bereits vorhandenen, optimierten Routinen
bestehender Programme weiterzuverwenden. Der beschriebene Formalismus ist zudem prinzipiell
unabha¨ngig vom verwendeten Einelektronenoperator. Er la¨ßt sich so neben der hier verwende-
ten ZORA(MP)–Na¨herung auch leicht um weitere zweikomponentige relativistische Na¨herungen
erweitern. Ich werde daher zuna¨chst das allgemeine Vorgehen bei zweikomponentigen Methoden
beschreiben und spa¨ter na¨her auf die hier verwendete ZORA(MP)–Na¨herung eingehen. Detail-
lierte Herleitungen der Ergebnisse finden sich in Anhang A.
1 Zweikomponentiger LCAO–Ansatz
Im zweikomponentigen Ansatz werden die Orbitale als zweikomponentige Vektoren im Spinraum
dargestellt:
φi =
(
φiα
φiβ
)
. (50)
Aufgebaut werden die Orbitale im LCAO–Ansatz (linear combination of atomic orbitals) aus
einem reellwertigen Basissatz {χ1, χ2, ..., χM}, der fu¨r die α– und β-Komponenten der Orbitale
gleich ist:
φi =
∑
µ
Cµiα
(
χµ
0
)
+
∑
µ
Cµiβ
(
0
χµ
)
≡
∑
µ
Cµiαχµα +
∑
µ
Cµiβχµβ (51)
mit Cµiα,β ∈  ; i ∈ {1, 2, . . . , N}, µ ∈ {1, 2, . . . ,M}, N : Zahl der Elektronen, M : Zahl der
Basisfunktionen.
Die Elektronendichte ρ des Systems erhalten wir wie folgt :
ρ =
∑
i
φ∗i φi =
∑
µν
Re(D(αα)µν + D
(ββ)
µν )χµχν =
∑
µν
Re(D(0)µν )χµχν . (52)
Dabei wurde ausgenutzt, daß χ∗µ = χµ, χµαχµβ = 0, χµχν = χνχµ und D
(0)
µν = (D
(0)
νµ )∗.
7M ist die Zahl der Basisfunktionen eines Spinanteils
16 III ZWEIKOMPONENTIGER FORMALISMUS
Die Dichtematrix
  (0) ergibt sich also als Summe der α– und β–Dichtematrizen. Im zwei-
komponentigen Fall gibt es aber wegen der zweikomponentigen Orbitale auch Matrixelemente
zwischen Basisfunktionen unterschiedlichen Spins. Die vollsta¨ndige, hermitesche Dichtematrix
sieht im zweikomponentigen Fall so aus:
 
=


D
(αα)
1,1 D
(αα)
1,2 · · · D(αα)1,N D(αβ)1,1 D(αβ)1,2 · · · D(αβ)1,N
D
(αα)
2,1 D
(αα)
2,2 · · · D(αα)2,N D(αβ)2,1 D(αβ)2,2 · · · D(αβ)2,N
...
...
. . .
...
...
...
. . .
...
D
(αα)
N,1 D
(αα)
N,2 · · · D(αα)N,N D(αβ)N,1 D(αβ)N,2 · · · D(αβ)N,N
D
(βα)
1,1 D
(βα)
1,2 · · · D(βα)1,N D(ββ)1,1 D(ββ)1,2 · · · D(ββ)1,N
D
(βα)
2,1 D
(βα)
2,2 · · · D(βα)2,N D(ββ)2,1 D(ββ)2,2 · · · D(ββ)2,N
...
...
. . .
...
...
...
. . .
...
D
(βα)
N,1 D
(βα)
N,2 · · · D(βα)N,N D(ββ)N,1 D(ββ)N,2 · · · D(ββ)N,N


=

   (αα)   (αβ)
  (βα)   (ββ)

 . (53)
Wir werden spa¨ter sehen, daß sich die Dichtematrix in handlichere Teile zerlegen la¨ßt, die sich
zwanglos aus den Eigenschaften der Operatoren ergeben und eine Integration in bestehende
Quantenchemie–Programme erleichtern.
2 Aufteilung der Operatoren
Im Allgemeinen lassen sich hermitesche, spinabha¨ngige Operatoren im zweikomponentigen For-
malismus als 2 × 2–Blockmatrizen darstellen, deren Außerdiagonalelemente Wechselwirkungen
zwischen Orbitalanteilen unterschiedlichen Spins darstellen:
Oˆ =

Oˆ(αα) Oˆ(αβ)
Oˆ(βα) Oˆ(ββ).


Sie lassen sich mit Hilfe der Pauli–Spinmatrizen
σx =

0 1
1 0

 , σy =

0 −i
i 0

 , σz =

1 0
0 −1


als
Oˆ =

Oˆ(αα) Oˆ(αβ)
Oˆ(βα) Oˆ(ββ)


=  2Oˆ
(0) + σxOˆ
(x) + σyOˆ
(y) + σzOˆ
(z)
=

 Oˆ(0) + Oˆ(z) Oˆ(x) − iOˆ(y)
Oˆ(x) + iOˆ(y) Oˆ(0) − Oˆ(z)

 (54)
3 Aufteilung der Dichtematrix 17
in hermitesche, spinfreie Operatoren Oˆ([0xyz]) zerlegen8. Dies fu¨hrt zu folgender Umrechnung:
O(αα)µν = 〈χµ|Oˆ(0) + Oˆ(z)|χν〉 O(αβ)µν = 〈χµ|Oˆ(x) − iOˆ(y)|χν〉
O(βα)µν = 〈χµ|Oˆ(x) + iOˆ(y)|χν〉 O(ββ)µν = 〈χµ|Oˆ(0) − Oˆ(z)|χν〉 (55a)
und umgekehrt
O(0)µν =
1
2 〈χµ|Oˆ(αα) + Oˆ(ββ)|χν〉 O(x)µν = 12〈χµ|Oˆ(αβ) + Oˆ(βα)|χν〉
O(y)µν =
i
2 〈χµ|Oˆ(αβ) − Oˆ(βα)|χν〉 O(z)µν = 12〈χµ|Oˆ(αα) − Oˆ(ββ)|χν〉. (55b)
Im Fall des Einelektronenoperators ist hˆ(0) der skalarrelativistische Einelektronenoperator, die
hˆ([xyz]) bilden zusammen den Spin–Bahn–Operator.
3 Aufteilung der Dichtematrix
Der Erwartungswert eines Operators Oˆ ergibt sich durch Kontraktion seiner Matrixdarstellung
mit der Dichtematrix
 
. Im zweikomponentigen Bild ist dies
〈Oˆ〉 =
∑
µν
[
D(αα)µν O
(αα)
µν + D
(αβ)
µν O
(αβ)
µν + D
(βα)
µν O
(βα)
µν + D
(ββ)
µν O
(ββ)
µν
]
. (56)
Es lassen sich hermitesche Dichtematrizen
  ([0xyz]) definieren, so daß auch
〈Oˆ〉 =
∑
µν
[
D(0)µν O
(0)
µν + D
(x)
µν O
(x)
µν + D
(y)
µν O
(y)
µν + D
(z)
µν O
(z)
µν
]
(57)
gilt. Fu¨r
  ([0xyz]) ergeben sich folgende Relationen9:
  (0) =
  (αα) +
  (ββ)   (x) =
  (αβ) +
  (βα)
  (y) = i(
  (βα) −   (αβ))   (z) =   (αα) −   (ββ) (58a)
bzw.
  (αα) = 12(
  (0) +
  (z))
  (αβ) = 12(
  (x) + i
  (y))
  (βα) = 12(
  (x) − i   (y))   (ββ) = 12(
  (0) −   (z)). (58b)
  (0) entspricht der Gesamtdichtematrix,
  (z) der Spindichtematrix in offenschaligen, einkom-
ponentigen Verfahren.
8 Die Schreibweise O([0xyz]) ist als
”
O(0), O(x), O(y) und O(z)“ zu lesen.
9siehe Anhang A
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Analog zur Elektronendichte Gl. (52) lassen sich mit Hilfe der Pauli–Spinmatrizen die Spin-
dichten in x–, y– und z–Richtung, mx, my und mz, definieren:
mx =
∑
i
φ∗i σxφi =
∑
µν
D(x)µν χµχν =
∑
µν
Re(D(x)µν )χµχν (59a)
my =
∑
i
φ∗i σyφi =
∑
µν
D(y)µν χµχν =
∑
µν
Re(D(y)µν )χµχν (59b)
mx =
∑
i
φ∗i σzφi =
∑
µν
D(z)µν χµχν =
∑
µν
Re(D(z)µν )χµχν . (59c)
Zusammen bilden sie den Spinmagnetisierungsvektor
~s =


mx
my
mz

 , (60)
dessen Betrag s =
√
~s2 im zweikomponentigen Dichtefunktionalformalismus die Rolle der Spin-
dichte im einkomponentigen DFT–Fall u¨bernimmt.
4 Zweikomponentiges ZORA(MP)
Der bereits in Kapitel II vorgestellte ZORA(MP)–Einelektronenoperator10
hˆZORA(MP) = V + ~σpˆ
c2
2c2 − V˜ ~σpˆ (24)
la¨ßt sich mit Hilfe der Dirac–Identita¨t11 leicht entsprechend Gl. (54) zerlegen:
hˆZORA(MP) = V + pˆ
c2
2c2 − V˜ pˆ + i~σ
(
pˆ× c
2
2c2 − V˜ pˆ
)
= hˆ(0) + ~σ(hˆ(x), hˆ(y), hˆ(z))
= hˆ(0) + σxhˆ
(x) + σyhˆ
(y) + σzhˆ
(z). (61)
Die hˆ([0xyz]) sind hermitesch. hˆ(0) ist reell, hˆ([xyz]) sind imagina¨r. Zur Berechnung der Einelektro-
nenenergie des Systems werden daher lediglich die entsprechenden Anteile der Dichtematrizen
beno¨tigt.
Durch eine weitere Umformung gelangt man zu einer Trennung des nichtrelativistischen
Anteils hˆNR und der skalarrelativistischen Korrektur hˆSRK des skalarrelativistischen Einelektro-
10mit m = 1 (atomare Einheiten)
11 ~σpˆω~σpˆ = pˆωpˆ + i~σ(pˆ× ωpˆ)
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nenoperators hˆ(0):
hˆ(0) = V + pˆ
c2
2c2 − V˜ pˆ
= V +
1
2
pˆ2︸ ︷︷ ︸
hˆNR
+ pˆ
V˜
4c2 − 2V˜ pˆ︸ ︷︷ ︸
hˆSRK
. (62)
5 Der zweikomponentige Coulomb–Operator
Die Coulomb–Energie eines Systems ist
ECoul =
1
2
∑
i
〈φi|Jˆ|φi〉. (63)
Der Coulomb–Operator Jˆ ist definiert als
〈φp|Jˆ|φq〉 =
∑
j
(φpφq|φjφj)
=
∑
j
∫∫
φ∗p(~r1)φq(~r1)
1
r12
φ∗j (~r2)φj(~r2) d~r1 d~r2
=
∑
j
∫∫
φ∗p(~r1)φq(~r1)
1
r12
ρ(~r2) d~r1 d~r2. (64)
Da die Elektronendichte reell und spinunabha¨ngig ist, fu¨hrt das zu einem reellen, spinun-
abha¨ngigen Operator:
Jˆ =

Jˆ(αα) Jˆ(αβ)
Jˆ(βα) Jˆ(ββ)

 =

Jˆ(αα) 0
0 Jˆ(ββ)

 =

Jˆ(0) 0
0 Jˆ(0)

 = Jˆ(0) (65)
mit
J (0)µν = Re(J
(0)
µν ) =
∑
ρσ
Re(D(0)ρσ )(χµχν |χρχσ) (66)
Dies ist exakt derselbe Ausdruck wie im nichtrelativistischen Fall. Fu¨r die Berechnung des
Coulomb–Operators sind also keine neuen Routinen zu implementieren.
6 Der zweikomponentige Austauschoperator
Die Austausch–Energie eines Systems ist
EX = −12
∑
i
〈φi|Kˆ|φi〉. (67)
Der Austausch–Operator Kˆ ist definiert als
〈φp|Kˆ|φq〉 =
∑
j
(φpφj |φjφq) =
∫∫
φ∗p(~r1)φj(~r1)
1
r12
φ∗j(~r2)φq(~r2) d~r1 d~r2. (68)
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Da der Austauschoperator spinabha¨ngig ist, sind alle vier Komponenten im Allgemeinen von
Null verschieden. Eine Vereinfachung wie beim Coulomb–Operator ist daher nicht mo¨glich. Ent-
sprechend Gl. (57) gilt dann:
EX = −12
∑
µν
[
D(αα)µν K
(αα)
µν + D
(αβ)
µν K
(αβ)
µν + D
(βα)
µν K
(βα)
µν + D
(ββ)
µν K
(ββ)
µν
]
= −12
∑
µν
[
D(0)µν K
(0)
µν + D
(x)
µν K
(x)
µν + D
(y)
µν K
(y)
µν + D
(z)
µν K
(z)
µν
]
. (69)
Der Austauschoperator selbst ist komplexwertig. Fu¨r die Berechnung der Austauschenergie wer-
den daher die Real– und Imagina¨rteile aller Dichtematrizen beno¨tigt. Details zu den Eigenschaf-
ten und Matrixelementen des Austauschoperators finden sich in Anhang A.
7 Zweikomponentige Dichtefunktionaltheorie (DFT)
Die normalerweise in DFT–Rechnungen verwendeten Funktionale ha¨ngen im Allgemeinen von
den α– und β–Elektronendichten ab. Dies la¨ßt sich auch in der Gesamtdichte ρ und der Spindichte
s ausdru¨cken. Die Spindichte hat im relativistischen Bild jedoch keine exakte Entsprechung.
Wie van Wu¨llen in [20] dargestellt hat, fu¨hrt die Verwendung der Spinmagnetisierung entlang
einer Achse (kollinearer Ansatz) zu großen Fehlern und einer Abha¨ngigkeit der Austausch–
Korrelations–Energie von der Orientierung des Moleku¨ls. Diese Probleme lassen sich durch die
Verwendung des Betrags des Spinmagnetisierungsvektors ~s (Gl. (60)) als Spindichte vermeiden
(nichtkollinearer Ansatz).
Ich werde an dieser Stelle nur die Lokale–Dichte–Na¨herung (LDA, local density approxima-
tion) behandeln. Der u¨blicherweise verwendete gradientenkorrigierte Ansatz (GGA, generalized
gradient approximation) fu¨hrt zu komplizierteren Ausdru¨cken, die sich aber prinzipiell genauso
herleiten lassen wie die des LDA–Ansatzes. Sie werden in Anhang A detailliert ausgefu¨hrt.
Die Austausch–Korrelationsfunktionale in der LDA–Na¨herung ha¨ngen nur von der Elek-
tronendichte ab. In Rechnungen an offenschaligen Systemen werden dabei die α– und β–
Elektronendichten (ρα bzw. ρβ) beno¨tigt. Bei geschlossenschaligen Systemen sind diese gleich.
FXC 7→ FXC(ρα(~r), ρβ(~r)) (70)
Die dazugeho¨rige Austausch–Korrelations–Energie ist dann:
EXC =
∫ ∞
0
FXC(ρα(~r), ρβ(~r)) d~r. (71)
In zweikomponentigen Verfahren lassen sich die α– und β–Elektronendichten nicht direkt
verwenden, da dies zu einer Auszeichnung der z–Achse in Bezug auf die Spinmagnetisierung
fu¨hren wu¨rde. Stellt man die Elektronendichte als Gesamtdichte ρ = ρα + ρβ und Spindichte
s = ρα − ρβ dar, erha¨lt man fu¨r ρα und ρβ:
ρα =
1
2(ρ + s) ρβ =
1
2 (ρ− s). (72)
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Im zweikomponentigen Bild wu¨rde dies der Verwendung der z–Spinmagnetisierung mz =∑
i φ
∗
i σzφi entsprechen, die zu den oben angesprochenen Problemen fu¨hrt. Setzt man statt-
dessen den Betrag des Spinmagnetisierungsvektors Gl. (60) als Spindichte ein, ist die Energie
von der Orientierung des Spinvektors im Raum unabha¨ngig.
s = |~s| =
√
m2x + m
2
y + m
2
z (73)
Das Austausch–Korrelationsfunktional la¨ßt sich somit auch in der Gesamtelektronendichte
ρ und der Spindichte s ausdru¨cken:
FXC 7→ FXC(ρ, s). (74)
Die Matrixelemente des dazugeho¨rigen Austausch–Korrelationspotentials lassen sich u¨ber
eine Orbitalrotation definieren. Die A¨nderung der Energie eines Systems bei einer Orbitalrotation
φi 7→ φi cos λ + φa sinλ = φi + λφa +O(λ2)
φa 7→ −φi sinλ + φa cos λ = φa − λφi +O(λ2) (75)
definiert die Matrixelemente der Operatoren:
E 7→ E + λE′ +O(λ2)
E′ = E′1e + E
′
C + E
′
XC . (76)
Die A¨nderungen der einzelnen Energiebeitra¨ge sind:
E1e 7→ E1e + λ〈φi|hˆ|φa〉+ c.c. +O(λ2) (77a)
EC 7→ EC + λ〈φi|Jˆ|φa〉+ c.c. +O(λ2) (77b)
EXC 7→ EXC + λ〈φi|VXC |φa〉+ c.c. +O(λ2). (77c)
Gl. (77c) definiert die Matrixelemente des Austausch–Korrelations–Potentials. Mit
E′XC =
∫
δFXC(ρ, s)
δρ
ρ′ +
δFXC (ρ, s)
δs
s′ d~r, (78)
der Ableitung der Elektronendichte
ρ′ = φ∗i φa (79)
und der Ableitung des Betrags der Spinmagnetisierung
s′ =
1
s
(mxm
′
x + mym
′
y + mzm
′
z) (80)
mit
m′[xyz] = φ
∗
i σ[xyz]φa (81)
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ergibt sich fu¨r die Matrixelemente des Potentials
〈φi|VLDA|φa〉 =
∫ [
δFXC (ρ, s)
δρ
φ∗i φa +
δFXC (ρ, s)
δs
mx
s
φ∗i σxφa
+
δFXC (ρ, s)
δs
my
s
φ∗i σyφa +
δFXC (ρ, s)
δs
mz
s
φ∗i σzφa
]
d~r
=
∫ [
V
(0)
LDAφ
∗
i φa + V
(x)
LDAφ
∗
i σxφa + V
(y)
LDAφ
∗
i σyφa + V
(z)
LDAφ
∗
i σzφa
]
d~r
= 〈φi|V (0)LDA + σxV (x)LDA + σyV (y)LDA + σzV (z)LDA|φa〉. (82)
Bestehende Implementierungen der Funktionale liefern jedoch u¨blicherweise nicht die Ablei-
tungen des Funktionals nach ρ und s sondern die nach α– und β–Elektronendichten, ρα und ρβ.
Die Potentiale mu¨ssen also mit Hilfe von Gl. (72) in die entsprechende Form gebracht werden.
Man erha¨lt fu¨r V
([0xyz])
LDA :
V
(0)
LDA =
δF (ρ, s)
δρ
=
1
2
(
δF (ρα, ρβ)
δρα
+
δF (ρα, ρβ)
δρβ
)
(83a)
V
([xyz])
LDA =
δF (ρ, s)
δs
m[xyz]
s
=
1
2
(
δF (ρα, ρβ)
δρα
− δF (ρα, ρβ)
δρβ
)
m[xyz]
s
. (83b)
Diese Darstellung erlaubt es, die in nichtrelativistischen Quantenchemieprogrammen vorhande-
nen Funktionale weiterhin zu verwenden.
8 Besonderheiten bei geschlossenschaligen Elektronenkonfigurationen
Im closed–shell–Fall, also vollsta¨ndig gepaarten Elektronen, vereinfachen sich manche der Aus-
dru¨cke, insbesondere die Berechnung der Austauschenergie im Hartree–Fock–Fall und die der
Austausch–Korrelations–Energie im DFT–Fall. Bei geschlossenschaligen Konfigurationen treten
die Elektronen in Kramers–Paaren auf12. Der Zusammenhang zwischen den Spinorbitalen eines
Kramers–Paars φi/φj ist
φi =
(
φiα
φiβ
)
φj = iσyφ
∗
i =
(
φ∗iβ
−φ∗iα
)
. (84)
Im geschlossenschaligen Fall ist die Gesamtelektronendichte
  (0) rein reell, die Spindichten
  ([xyz]) sind rein imagina¨r. Da fu¨r die Berechnung der Einelektronenenergie und der Coulomb-
energie nur genau diese Beitra¨ge beno¨tigt werden, ergibt sich fu¨r die entsprechenden Operatoren
keine Vereinfachung. Fu¨r den Austauschoperator erha¨lt man dagegen
Im(Kˆ(0)) = Re(Kˆ([xyz])) = 0. (85)
12 Dies ist eine Konsequenz aus der Zeitumkehrsymmetrie des Hamiltonoperators.
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Da Re(
  ([xyz])) = 0 besitzen geschlossenschalige Moleku¨le keine Spinmagnetisierung ~s. Im
Dichtefunktionalformalismus brauchen also alle aus der Spinmagnetisierung resultierenden Bei-
tra¨ge nicht beru¨cksichtigt zu werden und der LDA–Fall vereinfacht sich zu
V
(0)
LDA =
1
2
(
δFXC
δρα
+
δFXC
δρβ
)
V
([xyz])
LDA = 0. (86)
9 Details der Implementation
Van Wu¨llen implementierte den hier beschriebenen DFT–Formalismus in eine modifizierte Ver-
sion von Turbomole [21, 32]. In dieser Arbeit erfolgten die fu¨r das Hartree–Fock–Verfahren
und Hybrid–Dichtefunktionale notwendigen Erga¨nzungen.
Durch die gewa¨hlte Aufteilung der Operatoren und Dichtematrix ist es mo¨glich, bereits vor-
handene Routinen zur Berechnung der Matrixelemente der Zweielektronenoperatoren mit nur
kleinen A¨nderungen einzusetzen. Besonders einfach ist dies beim Coulomb–Operator Jˆ, der genau
auf die gleiche Weise wie im einkomponentigen Verfahren gebildet wird. Bei der Konstruktion
des Austauschoperators muß beachtet werden, daß die Imagina¨rteile der Dichtematrizen anti-
symmetrisch und insgesamt acht Matrizen zu behandeln sind13. Die entsprechenden Routinen
wurden im Rahmen dieser Arbeit vor allem dahingehend modifiziert, daß auch antisymmetri-
sche Matrizen verarbeitet werden ko¨nnen. Die deutlich komplizierteren Ausdru¨cke im DFT-Fall
mu¨ssen jedoch vollsta¨ndig neu implementiert werden, da sie im einkomponentigen Formalismus
nicht auftreten. Prinzipiell muß im zweikomponentigen Formalismus die vierfache Menge an
Daten verarbeitet werden14.
Der hier dargestellte zweikomponentige Formalismus ist unabha¨ngig vom gewa¨hlten zwei-
komponentigen Einelektronenoperator. Durch das Einsetzen der Matrixelemente eines an-
deren Operators im SCF–Verfahren la¨ßt sich der beschriebene Formalismus auch mit an-
deren Methoden verwenden. Mittlerweile wurde von van Wu¨llen auch ein Douglas–Kroll–
Einelektronenoperator in die verwendete, modifizierte Version von Turbomole implementiert
[32].
13 Jeweils Real– und Imagina¨rteil der vier Dichtematrizen  ([0xyz]), was zu acht Matrizen, Re(Kˆ([0xyz])) und
Im(Kˆ([0xyz])), fu¨r den Austauschoperator fu¨hrt.
14Statt zwei reellwertiger (M ×M)–Matrizen pro Operator im offenschaligen Fall werden vier komplexwertige
Matrizen beno¨tigt.
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IV Der Geometriegradient im zweikomponentigen
ZORA(MP)–Formalismus
Um auch Gleichgewichtsgeometrien von Moleku¨len mit mehr als zwei Atomen automatisiert
berechnen zu ko¨nnen, wurde der Geometriegradient zu dem in Kapitel III beschrieben zwei-
komponentigen Formalismus im Rahmen dieser Arbeit entwickelt und in das Programmpaket
Turbomole [21] implementiert. Der hier beschriebene Gradient la¨ßt sich fu¨r beliebige zweikom-
ponentige Verfahren verwenden, sofern die Ableitungen der Matrixelemente des entsprechenden
Einelektronenoperators zur Verfu¨gung stehen. Die Ableitung des in dieser Arbeit verwendeten
ZORA(MP)–Einelektronenoperators wird in Anhang B beschrieben. Wie auch bei der Entwick-
lung des zweikomponentigen Formalismus wird besonderes Augenmerk auf die unproblematische
Integration in bestehende quantenchemische Programme gelegt.
Der Geometriegradient ist die Ableitung E ′ des Gesamtenergieausdrucks nach einer Ver-
schiebung der Atomkerne15 und setzt sich aus den Ableitungen der Einzelenergiebeitra¨ge zu-
sammen. Ich werde zuna¨chst auf den Geometriegradienten im Hartree–Fock–Fall eingehen.
Im Dichtefunktionalformalismus wird dann zusa¨tzlich nur noch die Ableitung der Austausch–
Korrelationsenergie beno¨tigt. Der Gradient der DFT–HF–Hybridmethoden wie z.B. B3LYP er-
gibt sich wie auch die Energie als Kombination beider Formalismen. Weitere Details zur Herlei-
tung des Gradienten finden sich in Anhang B.
1 Die Ableitung der Hartree–Fock–Energie
Die Energie eines Systems im Hartree–Fock–Formalismus ist durch
E = E1e + ECoul + EExch
=
∑
i
[
〈φi|hˆ|φi〉+ 12 〈φi|Jˆ|φi〉 − 12 〈φi|Kˆ|φi〉
]
(87)
gegeben. Zur Berechnung der Geometrie mit der niedrigsten Energie beno¨tigt man die A¨nderung
E′ der Energie bei einer A¨nderung der Moleku¨lgeometrie. Die Ableitung der Energie ist
E′ = E′1e + E
′
Coul + E
′
Exch
=
∑
i
[
〈φi|hˆ|φi〉′ + 12〈φi|Jˆ|φi〉′ − 12 〈φi|Kˆ|φi〉′
]
. (88)
Die Hartree–Fock–Gleichungen werden vor der Berechnung der Energie gelo¨st und die Fock–
Matrix wird diagonalisiert. Es liegen also kanonische Moleku¨lorbitale vor. Fu¨r die Orthonorma-
lita¨tsbedingung gilt:
〈φi|φj〉 = δij (89)
15 A′ steht im Folgenden fu¨r die A¨nderung der Gro¨ße A bei einer A¨nderung der Moleku¨lgeometrie. Im Gegensatz
dazu beschreibt ~∇A den Gradienten der Gro¨ße A im Koordinatensystem des Moleku¨ls wie er z.B. im GGA–Fall
beno¨tigt wird.
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Die Orbitalenergien εi sind dann durch
εi = 〈φi|hˆ + Jˆ− Kˆ|φi〉
= 〈φi|Fˆ|φi〉 (90)
mit dem Fock–Operator Fˆ definiert.
Bei der Ableitung der Integrale in Gl. (88) treten Ableitungen der Orbitale φi nach den
Geometriekoordinaten auf. Diese Ableitungen lassen sich durch eine Matrix  und eine Ableitung
der Basisfunktionen darstellen:
φi =
∑
µ
[Cµiαχµα + Cµiβχµβ ] (51)
φ′i =
∑
µ
[
C ′µiαχµα + Cµiαχ
′
µα + C
′
µiβχµβ + Cµiβχ
′
µβ
]
=
∑
p
Upiφp +
∑
µ
[
Cµiαχ
′
µα + Cµiβχ
′
µβ
]
. (91)
Die Orthonormalita¨tsbedingung muß fu¨r die Orbitale bei jeder Geometrie gelten. Die Ableitung
der Orthonormalita¨tsbedingung, Gl. (89), ist
δ′ij = 〈φi|φj〉′
0 = 〈φ′i|φj〉+ 〈φi|φ′j〉
=
∑
p
[
U∗pi〈φp|φj〉+ Upj〈φi|φp〉
]
+
∑
µν
(C∗µiαCjνα + C
∗
µiβCjνβ)
(〈χ′µ|χν〉+ 〈χµ|χ′ν〉) . (92)
Die erste Summe vereinfacht sich durch die Orthonormalita¨t der Orbitale. Die zweite Summe
la¨ßt sich mit Hilfe der U¨berlappmatrix

, Sµν = 〈χµ|χν〉 ausdru¨cken. Fu¨r die Elemente der
Matrix  gilt dann
U∗ji + Uij = −
∑
µν
(C∗µiαCjνα + C
∗
µiβCjνβ)S
′
µν . (93)
Dieser Ausdruck wird spa¨ter fu¨r den Renormierungsterm der Energieableitung beno¨tigt, der
dafu¨r sorgt, daß die Orbitale nach einer Geometriea¨nderung weiterhin orthonormal sind.
1.1 Ableitung der Energiebeitra¨ge
Die Ableitungen der Einzelbeitra¨ge sind mit Gl. (91)
E′1e =
∑
i
〈φi|hˆ|φi〉′
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ +
∑
pi
[
U∗pi〈φp|hˆ|φi〉+ Upi〈φi|hˆ|φp〉
]
(94)
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fu¨r die Einelektronenenergie,
E′Coul =
1
2
∑
i
〈φi|Jˆ|φi〉′
= 12
∑
ij
(φiφi|φjφj)′
= 12
∑
µνρσ
D0µνD
0
ρσ(χµχν |χρχσ)′ +
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Jˆ|φi〉+ Upi〈φi|Jˆ|φp〉
]
(95)
fu¨r die Coulombenergie und
E′Exch = −12
∑
i
〈φi|Kˆ|φi〉′
= −12
∑
ij
(φiφj |φjφi)′
= −12
∑
µνρσ
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν (χµχν |χρχσ)′ −
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Kˆ|φi〉+ Upi〈φi|Kˆ|φp〉
]
(96)
fu¨r die Austauschenergie. Setzt man diese Ergebnisse in Gl. (88) ein, erha¨lt man mit Gl. (90)
und Gl. (93) den Geometriegradienten des Hartree–Fock–Energieausdrucks:
E′ =
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
+
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Fˆ|φi〉+ Upi〈φi|Fˆ|φp〉
]
.
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
+
∑
i
(U∗ii + Uii)εi
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
−
∑
i
∑
µν
(C∗µiαCνiα + C
∗
µiβCνiβ)εiS
′
µν
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
−
∑
µν
D˜(0)µν S
′
µν . (97)
Die ersten beiden Terme entsprechen dem Hartree–Fock–Energieausdruck, statt der Integrale ge-
hen jedoch deren Ableitungen ein. Der letzte Term ist der Renormierungsterm und stellt sich als
Kontraktion einer
”
energiegewichteten Dichtematrix“ ˜
 
mit der Ableitung der U¨berlappmatrix
dar. Da

′ eine reelle, hermitesche Matrix ist, geht außerdem nur der Realteil der Dichtematrix
Re(
  (0)) ein.
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2 Die Ableitung des Austausch–Korrelationsfunktionals
Der Geometriegradient im DFT–Formalismus setzt sich aus der Ableitung der Einelektronenener-
gie, der Ableitung der Coulombenergie sowie der Ableitung der Austausch–Korrelations–Energie
zusammen.
E = E1e + ECoul + EXC
=
∑
i
[
〈φi|hˆ|φi〉+ 12〈φi|Jˆ|φi〉
]
+
∫
FXC(ρ, s, γαα, γαβ , γββ) d~r (98)
E′ = E′1e + E
′
Coul + E
′
XC
=
∑
i
[
〈φi|hˆ|φi〉′ + 12〈φi|Jˆ|φi〉′
]
+
∫
F ′XC(ρ, s, γαα, γαβ , γββ) d~r (99)
Die ersten beiden Beitra¨ge sind bereits bekannt, sie sind identisch zu den entsprechenden Ter-
men des Hartree–Fock–Gradienten (88). Im Folgenden wird die Ableitung des LDA–Austausch–
Korrelationsfunktionals behandelt. Die Ableitung der gradientenkorrigiertenkorrigierten Funk-
tionale wird in Anhang B ausfu¨hrlich dargestellt.
Im LDA–Fall gestaltet sich die Ableitung des Funktionals einfach. Da die Gradienten der
Elektronen– und Spindichten nicht eingehen, ist die Ableitung der Austausch–Korrelations–
Energie, wie auch bei der Herleitung des Austausch–Korrelationspotentials:
E′XC =
∫
δFXC (ρ, s)
δρ
ρ′ +
δFXC (ρ, s)
δs
s′ d~r. (78)
Im Unterschied zu der Herleitung der LDA–Potentials wird hier jedoch auch die Geometrie des
Moleku¨ls vera¨ndert. Daher treten bei den Ableitungen der Dichte und der Spindichte weitere Ter-
me auf. Die Ableitung der Dichte Gl. (52) nach einer Geometriea¨nderung ist unter Verwendung
von Gl. (91)
ρ′ =
∑
i
[
(φ∗i )
′φi + φ
∗
i φ
′
i
]
=
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pφi + Upiφ
∗
i φp
]
+
∑
µν
Re(D(0)µν )(χ
′
µχν + χµχ
′
ν)
=
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pφi + Upiφ
∗
i φp
]
+ 2
∑
µν
Re(D(0)µν )χ
′
µχν . (100)
Die erste Summe geht spa¨ter in den Renormierungsterm analog zum HF–Fall ein. Die zwei-
te Summe beschreibt die A¨nderung der Dichte bei einer Geometriea¨nderung bei festgehaltener
Dichtematrix 16:
ρ¯ = 2
∑
µν
Re(D(0)µν )χ
′
µχν . (101)
16 Im Weiteren wird die Ableitung einer Gro¨ße A nach der Moleku¨lgeometrie bei festgehaltener Dichtematrix
mit A¯ bezeichnet.
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Die Ableitung der Spinmagnetisierung s (Gl. (73), S. 21) ist etwas komplizierter (S. 21):
s′ =
1
s
(mxm
′
x + mym
′
y + mzm
′
z). (80)
Die Ableitungen der Spindichten mx, my und mz, Gl. (59), sind analog zur Ableitung der Dichte:
m′w =
∑
i
[
(φ∗i )
′σwφi + φ
∗
i σwφ
′
i
]
=
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pσwφi + Upiφ
∗
i σwφp
]
+
∑
µν
Re(D(w)µν )(χ
′
µχν + χµχ
′
ν)
=
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pσwφi + Upiφ
∗
i σwφp
]
+ 2
∑
µν
Re(D(w)µν )(χ
′
µχν) (102)
fu¨r w ∈ {x, y, z}.
Wie bei der Dichte geht auch hier die erste Summe spa¨ter in den Renormierungsterm ein. Die
zweite Summe beschreibt die A¨nderung der Spinmagnetisierung bei festgehaltener Dichtematrix.
m¯w = 2
∑
µν
Re(D(w)µν )(χ
′
µχν) (103)
Einsetzen der Summen u¨ber p und i in Gl (78) liefert mit Gl. (83):
∑
p
[
U∗pi
∫ (
δFXC
δρ
φ∗pφi +
δFXC
δs
xyz∑
w
mw
s
φ∗pσwφi
)
d~r
]
+
∑
p
[
Upi
∫ (
δFXC
δρ
φ∗i φp +
δFXC
δs
xyz∑
w
mw
s
φ∗i σwφp
)
d~r
]
=
∑
p
[
U∗pi〈φp|VLDA|φi〉+ Upi〈φi|VLDA|φp〉
]
. (104)
Der Renormierungsterm
∑
µν D˜
(0)
µν S′µν ergibt sich dann in vollsta¨ndiger Analogie zu Gl. (97).
Die A¨nderung der Austausch–Korrelations–Energie bei festgehaltener Dichtematrix, E¯XC ,
ist nach Einsetzen von ρ¯ und s¯ in Gl. (78)
E¯XC =
∫
δFXC
δρ
ρ¯ +
δFXC
δs
s¯d~r
=
∫
δFXC
δρ
ρ¯ +
δFXC
δs
xyz∑
w
mw
s
m¯w d~r. (105)
Setzt man Gl. (101) und Gl. (103) ein, erha¨lt man unter Verwendung von Gl. (83):
E¯XC = 2
∑
µν
∫ (0xyz∑
w
V
(w)
LDA Re(D
(w)
µν )χµχ
′
ν
)
d~r. (106)
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Der Geometriegradient im LDA–Fall ergibt sich durch Zusammenfu¨hren der Einzelterme
unter Beru¨cksichtigung der aus dem Hartree–Fock–Gradienten bekannten Gro¨ßen:
E′ =
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ +
1
2
∑
µνρσ
D(0)µν D
(0)
ρσ (χµχν |χρχσ)′
+ 2
∑
µν
∫ (0xyz∑
w
V
(w)
LDA Re(D
(w)
µν )χµχ
′
ν
)
d~r −
∑
µν
D˜(0)µν S
′
µν . (107)
3 Details der Implementation
Die zweikomponentigen Geometriegradienten des Hartree–Fock–Energieausdrucks lassen sich
leicht in vorhandene Routinen integrieren. Die bereits vorliegenden Ableitungen der Zweielektro-
nenintegrale mu¨ssen lediglich mit den richtig zusammengestellten Elementen der entsprechenden
Dichtematrizen multipliziert werden. Da dieselben Symmetrierelationen wie im einkomponen-
tigen Fall gelten, brauchen dem vorhandenen Code nur Funktionen zugefu¨gt werden, die die
passende Summe der Matrixelemente liefern.
Insgesamt ist eine sehr effiziente Implementierung in bestehende Programme mo¨glich. Voll-
automatische, zweikomponentige Geometrieoptimierungen mit der von mir modifizierten Tur-
bomole–Version beno¨tigen nur etwa das Zwei– bis Dreifache der Zeit vergleichbarer skalarre-
lativistischer Rechnungen. Dadurch ist nun auch die Optimierung gro¨ßerer Moleku¨le auf relati-
vistischem Niveau auf handelsu¨blichen PCs in u¨berschaubarer Zeit und mit geringem Aufwand
mo¨glich.
Sowohl die Ableitung des ZORA(MP)–Energieausdrucks, als auch die Ableitung der
Austausch–Korrelationsenergie mu¨ssen numerisch integriert werden. Es liegt nahe beide Aus-
dru¨cke in einer Routine zusammenzufassen, um die numerische Integration nur einmal aus-
zufu¨hren. Dabei wird grundsa¨tzlich das genauere der zwei fu¨r die Energieberechnung benutzten
Gitter verwendet. U¨blicherweise ist dies das Gitter, das auch bei der Konstruktion der Matri-
xelemente des ZORA(MP)–Operators zum Einsatz kommt. Die numerische Integration fu¨hrt
jedoch zu weiteren Termen im ZORA– und Austausch–Korrelations–Geometriegradienten. Die
daraus resultierenden zusa¨tzlichen Beitra¨ge zum Gradienten werden in Anhang B beschrieben.
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V Anwendungen
In diesem Abschnitt werden Rechnungen in dem in Kapitel III beschriebenen zweikomponentigen
ZORA(MP)–Formalismus vorgestellt, diskutiert und mit Ergebnissen anderer Arbeiten vergli-
chen. Die Rechnungen wurden auf Hartree–Fock–, BP86– und B3LYP–Niveau durchgefu¨hrt17.
Die verwendeten Basissa¨tze sind in Anhang D erla¨utert. Die Schranken fu¨r den Abbruch der Geo-
metrieoptimierung sind 10−3Eh/a.u. fu¨r den Betrag der gro¨ßten Komponente des kartesischen
Geometriegradienten und 10−6Eh fu¨r die Energiedifferenz der beiden letzten Geometrien.
Vergleiche zwischen numerisch bestimmten Gleichgewichtsabsta¨nden zweiatomiger Moleku¨le
mit Ergebnissen des analytischen Geometriegradienten verifizieren die Korrektheit der Imple-
mentation der Gradienten. Anschließend werden im Rahmen dieser Arbeit berechnete Absta¨nde
und Dissoziationsenergien zweiatomiger Moleku¨le Werten anderer Arbeiten gegenu¨bergestellt,
um die Gu¨te des hier implementierten ZORA(MP)–Verfahrens mit Geometriegradienten aufzu-
zeigen. Schließlich werden Rechnungen an mehratomigen Moleku¨len vorgestellt, die so bislang
nicht vorgenommen werden konnten. Die Ergebnisse dieser Rechnungen zeigen große Spin–Bahn–
Effekte auf die Moleku¨lgeometrien, die sich nur durch neue Arten chemischer Bindungen erkla¨ren
lassen.
In den Diskussionen wird auf die Ergebnisse der Hartree–Fock–Rechnungen nicht na¨her
eingegangen, da die Vernachla¨ssigung der Korrelationseffekte in schweren Atomen eine zu grobe
Na¨herung darstellt. Sie sind hier dennoch der Vollsta¨ndigkeit halber aufgefu¨hrt.
1 Vergleiche mit Dirac–Hartree–Fock und Validierung des Gradienten an
zweiatomigen Moleku¨len
Zur Validierung des analytischen Gradienten wurden auf 2c-ZORA(MP)–HF–, 2c–ZORA(MP)–
BP86– und 2c–ZORA(MP)–B3LYP–Niveau in Schritten von 0,05 a.u. punktweise die Energien
um den vermuteten Gleichgewichtsabstand berechnet. Die Rechnungen wurden mit Basis 1 an
den schweren Atomen (Z ≥ 53) und Ahlrichs TZ2P–Basis an H, O und S durchgefu¨hrt. Aus
Interpolation durch ein Polynom vierten Grades wurden der Gleichgewichtsabstand und die Fre-
quenz der Schwingung ermittelt. Die so erhaltenen Daten werden den mit dem in Kapitel IV
beschriebenen Gradienten ermittelten Geometrien gegenu¨bergestellt. Die Frequenzen der opti-
mierten Geometrien wurden durch numerische Ableitung des analytischen Gradienten u¨ber vier
Punkte bestimmt.
Analog zu den interpolierten ZORA(MP)–Geometrien wurden mit dem DIRAC–Programm-
paket [38] Geometrien auf Dirac–Hartree–Fock–Niveau (DHF) mit Coulomb–Potential berech-
17 BP86: Beckes Austauschfunktional [33] mit Perdews Korrelationsfunktional [34, 35], B3LYP: Hybrid–DFT,
Beckes Drei–Parameter–Austauschfunktional mit exaktem Austausch [36] und Lee, Yang und Parrs Korrelations-
funktional [37]
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I2 TlH
Interpoliert Geom.opt. Interpoliert Geom.opt.
Methode re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1
DHF 2,678 232,7 1,869 1453,7
ZORA(MP)–HF 2,678 228,5 2,677 229,1 1,869 1452,8 1,870 1458,8
ZORA(MP)–BP86 2,721 199,3 2,719 205,0 1,901 1329,7 1,900 1347,2
ZORA(MP)–B3LYP 2,723 201,4 2,721 207,9 1,893 1357,3 1,891 1377,4
Expt. [39] 2,666 214,5 1,870 1390,7
PbH PbO
Interpoliert Geom.opt. Interpoliert Geom.opt.
Methode re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1
DHF 1,832 1646,1 1,873 824,2
ZORA(MP)–HF 1,840 1651,7 1,835 1639,1 1,873 823,2 1,872 826,4
ZORA(MP)–BP86 1,868 1488,5 1,867 1531,4 1,938 716,1 1,937 714,6
ZORA(MP)–B3LYP 1,859 1526,5 1,858 1580,6 1,923 743,6 1,921 744,9
Expt. [39] 1,838 1564,1 1,921 721,0
PbS Pb2
Interpoliert Geom.opt. Interpoliert Geom.opt.
Methode re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1 re/A˚ ωe/cm−1
DHF 2,267 467,7 3,164 61,8
ZORA(MP)–HF 2,267 467,1 2,266 468,4 3,167 59,3 3,165 62,8
ZORA(MP)–BP86 2,317 414,5 2,316 415,5 2,975 106,1 2,974 109,8
ZORA(MP)–B3LYP 2,309 423,7 2,308 426,3 3,004 100,6 3,002 107,1
Expt. [39] 2,287 429,4 2,93 110,5
Fu¨r alle Rechnungen außer DHF wurden Basis 1 und Ahlrichs TZ2P–Basis [40] verwendet. Fu¨r DHF wurden die Basen
unkontrahiert eingesetzt.
Tabelle 1: Vergleiche mit Dirac–Coulomb und Validierung des Gradienten
net. Diese Daten sind direkt mit den 2c–ZORA(MP)–HF–Werten vergleichbar und werden hier
zur Verifikation der Hartree–Fock–Implementation herangezogen.
Die berechneten Daten sind in Tabelle 1 aufgefu¨hrt. Der Unterschied der interpolierten
Gleichgewichtsabsta¨nde re zu denen der Geometrieoptimierung betra¨gt fu¨r alle betrachteten
Moleku¨le und Methoden ho¨chstens 2 · 10−3 A˚, der maximale relative Fehler bezogen auf den
interpolierten Abstand ist 0, 06%. Eine Abweichung in dieser Gro¨ßenordnung ist bei den verwen-
deten Abbruchkriterien (s.o.) zu erwarten. Die Fehler der Schwingungsfrequenzen liegen unter
7%. Die wichtigsten Beitra¨ge zu diesem Fehler stammen aus der numerischen zweiten Ableitung
der Energie.
Die U¨bereinstimmung mit den experimentellen Daten ist gut. Außer bei I2 und Pb2 liegt
der experimentell ermittelte Gleichgewichtsabstand innerhalb des Bereichs der berechneten
Absta¨nde. Tendenziell ist der Abstand auf HF–Niveau etwas zu kurz, auf BP86– und B3LYP–
Niveau zu lang. Die Schwingungsfrequenzen der HF–Ergebnisse liegen, wie auch bei nichtrela-
tivistischen Rechnungen zu beobachten, deutlich zu hoch. BP86 und B3LYP liefern auch hier
zufriedenstellende Ergebnisse.
Mit Ausnahme von PbH und Pb2 stimmen die Gleichgewichtsabsta¨nde der HF–Rechnungen
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mit den DHF–Werten perfekt u¨berein. Auch bei den beiden Ausnahmen ist die Abweichung mit
0, 008 A˚ bei PbH und 0, 003 A˚ bei Pb2 sehr klein. Die gro¨ßte Abweichung in den Schwingungs-
frequenzen zeigt sich beim Pb2 mit 4% des DHF–Werts.
Daß die 2c–ZORA(MP)–BP86–Methode in sehr guter U¨bereinstimmung die Ergebnisse vier-
komponentiger BP86–Rechnungen reproduzieren kann, wurde bereits von van Wu¨llen und Liu
et al. gezeigt [41, 42]. Dies gilt, zumindest fu¨r die hier betrachteten Gleichgewichtsabsta¨nde
und Schwingungsfrequenzen, offensichtlich auch fu¨r 2c–ZORA(MP)–HF im Vergleich mit DHF.
Die hier vorgestellten Zahlen sind dabei besser vergleichbar, als die in [41, 42] vorgestellten, da
fu¨r die 2c–ZORA(MP)–HF– und DHF–Rechnungen derselbe Basissatz und a¨hnliche numerische
Verfahren verwendet wurden.
2 Bindungsla¨ngen und Dissoziationsenergien: Vergleiche mit anderen Arbei-
ten
In den Tabellen 2 und 3 sind Bindungsla¨ngen und Dissoziationsenergien fu¨r die Monohydride
der p-Block-Elemente der sechsten und siebten Periode aufgefu¨hrt. Tabelle 4 zeigt die berech-
neten Bindungsla¨ngen und Dissoziationsenergien fu¨r TlI, TlAt, (113)(117), PbO und PbS. Die
im Rahmen dieser Arbeit berechneten Werte auf 2c–ZORA(MP)–HF–, –BP86– und –B3LYP-
Niveau werden Werten aus Arbeiten der Gruppen um van Lenthe [22, 23], Lee [43, 44, 45], Liu
[41], Ro¨sch [46] und Schwerdtfeger [47] sowie experimentellen Ergebnissen [39] gegenu¨bergestellt.
Als Basissa¨tze wurden Basis 1 fu¨r HF– und Basis 2 fu¨r BP86– und B3LYP–Rechnungen ver-
wendet. 2c–ZORA(MP)–BP86–Rechnungen fu¨r TlH, PbH, BiH, (113)H, (114)H, (115)H und
PbO wurden bereits von van Wu¨llen vorgestellt und in [41, 42, 48] mit 4c–BP86–Werten vergli-
chen. Diese Rechnungen wurden fu¨r diese Arbeit nochmal, diesmal mit analytischem Gradienten,
wiederholt und fu¨hren zu demselben Ergebnis.
2.1 Monohydride der p–Blockelemente der 6. und 7. Periode
Wie bereits in [41, 42] ausgefu¨hrt, stimmen die Ergebnisse der 2c–ZORA(MP)–BP86–
Rechnungen mit denen der 4c–BP86–Rechnungen sehr gut u¨berein. Lediglich beim BiH
gibt es signifikante Abweichungen in den Dissoziationsenergien. Die Abweichungen sind
auf die unterschiedliche Beschreibung des Wismutatoms in dem fu¨r 4c–BP86 verwendeten
BDF (Beijing Density Functional Program [51]) und der hier verwendeten Implementierung
zuru¨ckzufu¨hren. Wa¨hrend BDF das Atom spha¨risch darstellt, kommt es in den Kramers unre-
stricted ZORA(MP)–Rechnungen zu einer Symmetriebrechung, die die Energie deutlich absenkt.
Dies tra¨gt dem Multikonfigurations–Grundzustand des Wismutatoms Rechnung. MC–DHF–
Rechnungen zeigen, daß der Grundzustand des Atoms ein (76%6p21/26p
1
3/2 + 19%6p
1
1/26p
2
3/2 +
5%6p33/2)–Zustand ist. Diese Problematik wird ausfu¨hrlich in [42] diskutiert. Der gleiche Ef-
fekt zeigt sich auch beim Vergleich der HF–, BP86– und B3LYP–Ergebnisse mit Lees RECP–
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TlH PbH BiH
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 1,868 −0,034 1,100 −0,538 1,834 −0,006 1,059 −0,421 1,800 0,022 0,943 −0,364
ZORA(MP)–BP86 1,900 −0,030 2,167 −0,501 1,868 −0,001 1,950 −0,679 1,838 0,023 2,346 −0,252
ZORA(MP)–B3LYP 1,892 −0,031 2,081 −0,523 1,858 −0,003 1,685 −0,893 1,828 0,014 2,418 −0,128
2c–ZORA-BP86 [22] 1,900 −0,031 2,10 −0,56
2c–RECP–LDA [44] 1,874 −0,024 2,44 −0,49 1,832 0,003 2,22 −0,74 1,879 0,023 2,80 0,00
2c–RECP–BP86 [44] 1,897 −0,030 2,23 −0,44 1,854 0,006 2,05 −0,63 1,893 0,026 2,51 −0,02
2c–RECP–B3LYP [44] 1,897 −0,023 2,08 −0,51 1,844 0,004 1,84 −0,76 1,873 0,026 2,37 −0,10
2c–RECP–CCSD(T) [49] 1,877 −0,022 2,00 −0,51 1,826 0,002 1,69 −0,72 1,836 0,019 2,16 0,08
2c–RECP–KRCCSD(T) [50] 1,910 −0,021 2,02 −0,50
2c–SOCISD [43] 1,867 −0,013
2c–KRCISD [43] 1,857 −0,023
4c–BP86 [41, 42] 1,901 2,17 1,868 1,92 1,840 2,53
2c–DK–LDA [46] 1,870 −0,026 2,40 −0,56
2c–DK–BP86 [46] 1,901 −0,023 2,16 −0,56
Expt. [39] 1,870 2,06 1,838 1,69 1,805 < 3,00
PoH AtH
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 1,753 0,021 1,225 −0,338 1,711 0,024 1,206 −0,727
ZORA(MP)–BP86 1,793 0,030 2,475 −0,386 1,751 0,033 2,532 −0,692
ZORA(MP)–B3LYP 1,775 0,021 2,329 −0,436 1,742 0,032 2,413 −0,669
2c–RECP–LDA [44] 1,825 0,028 2,86 −0,28 1,742 0,035 2,92 −0,74
2c–RECP–BP86 [44] 1,835 0,030 2,53 −0,28 1,751 0,037 2,54 −0,60
2c–RECP–B3LYP [44] 1,816 0,029 2,36 −0,35 1,740 0,036 2,34 −0,75
2c–RECP–CCSD(T) [49] 1,784 0,031 2,27 −0,29 1,742 0,031 2,31 −0,68
Basis 1 fu¨r ZORA(MP)–HF, Basis 2 fu¨r ZORA(MP)–BP86 und ZORA(MP)–B3LYP, Basis 3 fu¨r skalarrelativistische Vergleiche, TZzP an H.
Tabelle 2: Gleichgewichtsabsta¨nde und Dissoziationsenergien der Monohydride der p–Block–Elemente der 6. Periode
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(113)H (114)H (115)H
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 1,703 −0,351 0,444 −0,970 2,109 0,178 0,802 −0,240
ZORA(MP)–BP86 1,807 −0,244 1,657 −0,886 2,074 0,087 0,448 −2,040 2,091 0,154 2,035 −0,404
ZORA(MP)–B3LYP 1,785 −0,265 1,642 −0,814 2,023 0,037 0,021 −2,402 2,091 0,161 2,097 −0,240
2c–RECP–LDA [44] 1,763 −0,246 2,08 −0,79 1,940 0,013 0,76 −2,22 2,048 0,141 2,36 −0,40
2c–RECP–BP86 [44] 1,807 −0,179 1,74 −0,85 1,986 0,179 0,54 −2,13 2,089 0,194 2,12 −0,33
2c–RECP–B3LYP [44] 1,784 −0,197 1,53 −0,95 2,020 0,197 0,34 −2,22 2,087 0,201 1,94 −0,41
2c–RECP–CCSD(T) [49] 1,759 −0,206 1,46 −0,93 1,960 0,068 0,21 −2,18 2,084 0,206 1,82 −0,23
2c–SOCISD [43] 1,845 −0,122
2c–KRCISD [43] 1,689 −0,279
4c–BP86 [41, 42] 1,804 1,66 2,098 0,40 2,102 2,07
(116)H (117)H
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 2,038 0,172 0,717 −0,552 1,972 0,157 0,650 −0,953
ZORA(MP)–BP86 2,036 0,151 2,017 −0,628 1,985 0,144 2,017 −0,469
ZORA(MP)–B3LYP 2,022 0,144 1,859 −0,686 1,982 0,148 2,040 −0,360
2c–RECP–LDA [44] 1,972 0,122 2,40 −0,74 1,941 0,132 2,42 −1,07
2c–RECP–BP86 [44] 2,001 0,161 2,15 −0,62 1,962 0,162 2,12 −0,96
2c–RECP–B3LYP [44] 1,994 0,164 1,95 −0,68 1,957 0,165 1,88 −1,03
2c–RECP–CCSD(T) [49] 1,988 0,171 1,81 −0,63 1,949 0,171 1,79 −1,04
Basis 1 fu¨r ZORA(MP)–HF, Basis 2 fu¨r ZORA(MP)–BP86 und ZORA(MP)–B3LYP, Basis 3 fu¨r skalarrelativistische Vergleiche, TZzP an H.
Tabelle 3: Gleichgewichtsabsta¨nde und Dissoziationsenergien der Monohydride der p–Block–Elemente der 7. Periode
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Rechnungen [43].
Die von Lee et al. erhaltenen Werte [44] weichen leicht von den hier berechneten Allelektron-
energebnissen ab, was aber durch die Verwendung von effektiven Rumpfpotentialen durch Lee
erkla¨rt werden kann. Die Spinbahneffekte auf Gleichgewichtsabsta¨nde und Dissoziationsenergien
stimmen gut mit den RECP–Vergleichsdaten u¨berein. Erwa¨hnenswert ist außerdem die sehr gute
U¨bereinstimmung mit der von Ro¨sch et al. durchgefu¨hrten Berechnung des Thalliumhydrids auf
Douglas-Kroll-Allelektronenniveau [46].
(114)H nimmt in dieser Betrachtung eine gewisse Sonderstellung ein, da Element (114) durch
die große Spinbahnaufspaltung im Prinzip ein geschlossenschaliges System ist. In diesem Fall sind
die beiden p1/2–Spinorbitale besetzt und die p3/2–Spinorbitale leer. Aufgrund der großen Spin–
Bahn–Aufspaltung beno¨tigen Hybridisierungen der p1/2– und p3/2–Orbitale hohe Energien. Auf
Hartree–Fock–Niveau bildet sich keine (114)H–Bindung aus, die beiden verwendeten Dichte-
funktionalmethoden liefern sehr schwache Bindungen, auf B3LYP–Niveau ist das Moleku¨l sogar
fast ungebunden. Dies steht im Gegensatz zu den 2c–RECP–B3LYP–Ergebnissen, bei denen
das Wasserstoffatom immerhin mit 0,34eV an Element (114) gebunden ist. Der Grund fu¨r diese
große Abweichung ist noch nicht gekla¨rt.
Die Abweichung der 2c–ZORA(MP)–B3LYP–Bindungsla¨ngen und –Dissoziationsenergien
von den experimentellen Daten fu¨r TlH, PbH und BiH betra¨gt nur bis zu 1,2%. Diese Ge-
nauigkeit kann mit skalarrelativistischen Methoden normalerweise nicht erreicht werden.
2.2 Thalliumiodid, Thalliumastatid, (113)(117), Bleioxid, Bleisulfid
Wie auch bei den Hydriden ist die U¨bereinstimmung der hier beschriebenen Methoden bei
Moleku¨len aus zwei schweren Elementen mit den Vergleichsdaten gut. Eine Ausnahme sind die
Dissoziationsenergien von (113)(117), was insofern erstaunlich ist, als daß dieses Moleku¨l ein
relativ harmloses geschlossenschaliges System darstellen sollte18.
Die Abnahme der Bindungseneergie von TlI u¨ber TlAt zum (113)(117) la¨ßt sich leicht er-
kla¨ren, wenn man die Spin–Bahn–Aufspaltung des Thalliums beziehungsweise des Elements
(113) in Betracht zieht. Im Grundzustand des Thalliumatoms ist nur ein p1/2–Spinorbital besetzt,
die p3/2–Orbitale gehen nicht weiter in die Bindungsbildung ein, da eine p1/2–p3/2–Hybridisierung
wegen der großen Spin–Bahn–Aufspaltung ungu¨nstig ist. Die p3/2–Orbitale und p1/2–Orbitale
des Iods ko¨nnen noch relativ leicht hybridisieren, um Hybridorbitale zu bilden, die zu einer
gu¨nstigen Bindung mit den p1/2–Orbitalen des Thalliums fu¨hren. Im Thalliumastatid kann durch
eine leichte Hybridisierung an beiden Atomen noch eine relativ starke Bindung gebildet werden.
Da die Hybridisierung sowohl im Thallium als auch im Astat jedoch schon recht ungu¨nstig ist, ist
18(113) verha¨lt sich a¨hnlich wie ein Alkali–Metall, es hat genau ein ungepaartes Valenzelektron u¨ber einer
vollsta¨ndig abgeschlossenen d–Schale, (117) dagegen ist ein Halogen, was zu einer einfach zu beschreibenden
geschlossenschaligen Konfiguration fu¨hrt.
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TlI TlAt (113)(117)
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 2,886 −0,026 1,623 −0,931 2,961 −0,028 0,994 −1,280 3,026 −0,209 −0,063 −2,045
ZORA(MP)–BP86 2,857 −0,014 2,780 −0,845 2,944 −0,016 2,204 −1,179 3,072 −0,084 1,293 −1,376
ZORA(MP)–B3LYP 2,871 −0,016 2,661 −0,838 2,958 −0,002 2,073 −1,177 3,100 −0,069 1,409 −1,182
2c–RECP–HF [45] 2,982 −0,007 1,20 −1,25 3,048 −0,114 0,007 −2,163
2c–RECP–MP2 [45] 2,907 −0,003 2,05 −1,22 3,021 −0,046 0,947 −2,203
2c–RECP–CCSD [45] 2,938 −0,003 1,84 −1,20 3,059 −0,057 0,795 −2,085
2c–RECP–CCSD(T) [45] 2,937 0,000 1,96 −1,20 3,071 −0,038 0,954 −2,046
Rel. QCI [47] 2,862 2,416
Rel. MP2 [47] 2,859 2,527
2c–ZORA–BP86 [22] 2,858 −0,014 2,71 −0,91
1c–ZORA(ESA)–BP86 [23] 2,874
Expt. [39] 2,814 2,76
PbO PbS
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 1,847 −0,020 0,066 −0,737 2,268 0,002 1,321 −0,744
ZORA(MP)–BP86 1,939 −0,002 4,306 −1,127 2,319 −0,002 3,761 −1,092
ZORA(MP)–B3LYP 1,924 0,000 3,547 −1,311 2,310 −0,001 3,280 −1,279
2c–ZORA–BP86 [22] 1,937 −0,002 4,15 −1,36
1c–ZORA(ESA)–BP86 [23] 1,939
4c–BP86 [41] 1,939 4,39
2c–DK–LDA [46] 1,912 0,002 5,34 −1,31
2c–DK–BP86 [46] 1,939 −0,002 4,39 −1,16
Expt. [39] 1,922 3,87 2,287
Basis 1 fu¨r ZORA(MP)–HF, Basis 2 fu¨r ZORA(MP)–BP86 und ZORA(MP)–B3LYP, Basis 3 fu¨r skalarrelativistische Vergleiche, TZzP an O, TZP an S.
Tabelle 4: Gleichgewichtsabsta¨nde und Dissoziationsenergien verschiedener zweiatomiger Verbindungen von p–Block–Elementen der 6. und
7. Periode
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Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 2,482 −0,014 0,845 −0,975
ZORA(MP)–BP86 2,455 −0,007 2,634 −0,637
ZORA(MP)–B3LYP 2,479 −0,009 2,423 −0,643
1c–RECP–MP2 [52] 2,380
Expt. [53] 2,413
Tabelle 5: Spin–Bahn–Effekte auf den Tl–Cp–Abstand und die Dissoziationsenergie des TlCp
die Bindungsenergie deutlich kleiner als im TlI. In den Elementen (113) und (117) ist praktisch
keine Hybridisierung der p1/2– und p3/2–Orbitale mo¨glich. Die p1/2–Orbitale des Elements (113)
mu¨ssen daher mit p3/2–Orbitalen des Elements (117) wechselwirken. Dies fu¨hrt effektiv zu einer
deutlich schwa¨cheren Bindung, da in diesem Fall sowohl bindende als auch antibindende Anteile
gleichzeitig auftreten.
3 Spin–Bahn–Effekte in mehratomigen Moleku¨len
In den vorangegangenen Ausfu¨hrungen konnte dargestellt werden, daß die Implementation der
ZORA(MP)–Methode und des Geometriegradienten sinnvolle, mit den Literaturwerten konsi-
stente Ergebnisse liefert. Bisher existieren nur wenige Vergleichsdaten fu¨r mehratomige Moleku¨le,
daher ko¨nnen die folgenden Ergebnisse nur mit einer kleinen Auswahl an Werten aus anderen
Gruppen verglichen werden. Als Basissa¨tze kommen wieder Basis 1 fu¨r HF– und Basis 2 fu¨r
BP86– und B3LYP–Rechnungen zum Einsatz. Fu¨r die leichteren Elemente wurden TZzP und
an Brom HKPz verwendet (siehe Anhang D).
Da in der 2c–ZORA(MP)–Methode keine Symmetrieunterstu¨tzung implementiert ist, wurden
alle Strukturen in C1–Symmetrie berechnet. Teilweise wurde allerdings durch das Festhalten
bestimmter interner Koordinaten die Symmetrie des Moleku¨ls vorgegeben.
3.1 η5–Cyclopentadienylthallium
Der η5–Cyclopentadienylthallium–Komplex (Tabelle 5) wurde von Pyykko¨ et al. [52] im Rahmen
umfangreicherer Rechnungen an Metallocenen auf einkomponentigem MP2–Niveau mit verschie-
denen relativistischen effektiven Rumpfpotentialen berechnet. Der Abstand zwischen Thallium
und dem Mittelpunkt des Cyclopentadienylrings wird dabei im Vergleich zum experimentellen
Wert unterscha¨tzt. Dagegen u¨berscha¨tzen alle hier verwendeten Methoden diesen Abstand leicht.
Da Pyykko¨ leider die Bindungsenergie nicht bestimmt hat, liegen hier keine Vergleichsdaten vor.
Der ermittelte Wert von 2,4 eV auf B3LYP–Niveau erscheint jedoch plausibel.
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Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ De/eV ∆SODe/eV
ZORA(MP)–HF 1,741 0,136 2,206 −0,008
ZORA(MP)–BP86 1,762 −0,007 3,003 −0,002
ZORA(MP)–B3LYP 1,755 −0,007 2,997 0,033
2c–RECP–HF [54] 1,737 −0,003
Rel. QCI [47] 1,767
Rel. MP2 [47] 1,755
Tabelle 6: Spin–Bahn–Effekte auf die Geometrie und Dissoziationsenergie von PbH4
3.2 PbH4
Im PbH4–Moleku¨l (Tabelle 6) treten nur geringe Spin–Bahn–Effekte auf, wie bei einem hochsym-
metrischen, geschlossenschaligen Moleku¨l zu erwarten ist. Die PbH4–Struktur wurde durch eine
entsprechende Wahl der internen Koordinaten in Td–Symmetrie gehalten. Die von Schwerdtfeger
et al. auf MP2– und QCI–Niveau und von Lee [54] auf 2c–HF–Niveau mit Rumpfpotentialen
berechneten Daten ko¨nnen hier gut reproduziert werden. Fu¨r die Dissoziationsenergie der ho-
molytischen Spaltung einer Pb–H–Bindung, PbH4 → H• + PbH•3, liegen keine Vergleichsdaten
vor. Die Bindungsenergie liegt erwartungsgema¨ß mit 3 eV recht hoch, da das radikalische PbH•3
energetisch eher ungu¨nstig ist. Zum Vergleich: Die Bindungsenergie im PbH–Moleku¨l betra¨gt
mit 1,69 eV nur gut die Ha¨lfte.
3.3 BiHFI
BiHFI wurde als Modell fu¨r die Berechnung von Energiebarrieren gewa¨hlt (Tabellen 7 und
8). Dieses Moleku¨l gilt als guter Kandidat zum experimentellen Nachweis parita¨tsverletzender
Wechselwirkungen in Moleku¨len. Da es in der verwendeten Turbomole–Version nicht mo¨glich
ist, U¨bergangsstrukturen zu optimieren, wurde fu¨r die U¨bergangsstruktur eine planare Geometrie
angenommen (Cs–Symmetrie wurde durch die Wahl der internen Koordinaten vorgegeben). Im
globalen Minimum bilden jeweils zwei Substituenten einen Winkel von 90o, liegen also gerade auf
den x–, y– und z–Achsen. Dies la¨ßt sich mit einer Hybridisierung der p1/2– und p3/2–Orbitale des
Wismuts zu px–, py– und pz–Orbitalen erkla¨ren, was zu geringen Spin–Bahn–Effekten auf die
Geometrie fu¨hrt. Die Spin–Bahn–Aufspaltung der p–Schale betra¨gt etwa 3 eV und kann durch
die Bildung von zwei oder mehr Bindungen leicht aufgewogen werden.
In der angenommenen U¨bergangsstruktur ist diese Hybridisierung wegen der aufgezwunge-
nen Planarita¨t des Moleku¨ls nicht mo¨glich. Stattdessen bildet sich zwischen den beiden elek-
tronegativen Substituenten Fluor und Iod gemeinsam mit Wismut eine Drei–Zentren–Zwei–
Elektronen–Bindung aus. Das erkla¨rt die Aufweitung der Bi–F– und Bi–I–Absta¨nde. Die p1/2–
und p3/2–Orbitale hybridisieren zu px–, py– und pz–Orbitalen, und es bildet sich eine σ–Bindung
u¨ber alle drei Atome. Dies ist vo¨llig analog zur skalarrelativistischen Situation. Entsprechend
sind die Spin–Bahn–Effekte auf die Cs–Geometrie klein. Die Bildung einer Drei–Zentren–Zwei–
Elektronen–Bindung und einer normalen Bindung in der planaren Struktur entspricht gegenu¨ber
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Minimum Cs–Geometrie
HF BP86 B3LYP HF BP86 B3LYP
Bi–I/A˚ 2,806 2,831 2,833 2,976 2,981 2,986
Bi–F/A˚ 1,995 2,057 2,045 2,065 2,124 2,110
Bi–H/A˚ 1,768 1,819 1,805 1,746 1,803 1,789
6 H–Bi–I/o 93,7 93,4 93,6 84,0 84,4 86,6
6 H–Bi–F/o 91,9 92,8 92,4 84,1 87,3 84,6
6 F–Bi–I/o 97,5 99,5 98,9 168,1 171,7 171,3
∆E/eV 1,416 0,958 1,058
Tabelle 7: Geometrien und Energiebarriere der Inversion von BiHFI
Minimum Cs–Geometrie
HF BP86 B3LYP HF BP86 B3LYP
Bi–I/A˚ −0,001 0,009 0,007 −0,002 0,020 0,019
Bi–F/A˚ 0,004 0,009 0,008 0,009 0,007 0,008
Bi–H/A˚ −0,011 −0,007 −0,008 −0,015 −0,010 −0,011
6 H–Bi–I/o 0,2 0,1 0,2 −0,4 −1,4 0,8
6 H–Bi–F/o −0,3 −0,3 −0,5 −0,7 −0,5 −2,4
6 F–Bi–I/o −0,2 −0,1 −0,2 −1,1 −1,8 −1,5
∆E/eV −0,082 −0,116 −0,119
Tabelle 8: Spin–Bahn–Effekte auf Geometrien und die Energiebarriere der Inversion von BiHFI
den drei Bindungen des Minimums einer Abnahme der Bindungsordnung um eins. Dies erkla¨rt
die hohe Inversionsbarriere des Moleku¨ls von etwa 1 eV.
3.4 Element–(116)–Hydrid und –Halogenide
Fu¨r die Diskussion der folgenden Moleku¨le ist es hilfreich, eine genauere Vorstellung u¨ber die
Gestalt der p–Orbitale im relativistischen Fall zu haben. Eine Mo¨glichkeit, die p1/2– und p3/2–
Orbitale in px–, py– und pz–Orbitalen darzustellen, ist:
p1/2 :

ipy − px
pz

 ,

 −ipz
py − ipx

 ,
p3/2, |〈ˆz〉| = 32 (p3/2,3/2) :

py − ipx
0

 ,

 0
ipx + py

 ,
p3/2, |〈ˆz〉| = 12 (p3/2,1/2) :

 2ipz
py − ipx

 ,

px − ipy
2pz

 .
Die p1/2 haben eine spha¨rische Elektronendichte mit α– bzw. β–Spinkomponente entlang der z–
Achse und der jeweils anderen Spinkomponente in der xy–Ebene. Die p3/2,3/2–Orbitale fu¨hren zu
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einer toroidalen Elektronendichte in der xy–Ebene. Eines ist ein reines α–Spinorbital, das andere
ein reines β–Spinorbital. Die p3/2,1/2–Orbitale sind jeweils ein entlang der z–Achse gestrecktes
Ellipsoid mit einer Spinkomponente entlang der z–Achse und der anderen Komponente in der
xy–Ebene. Durch Hybridisierung der p1/2– mit den p3/2–Orbitalen lassen sich wieder px–, py–
und pz–Orbitale bilden. Eine sp–Hybridisierung ist dagegen wegen der großen energetischen
Absenkung der s–Orbitale in der relativistischen Betrachtung meist ungu¨nstig.
Hervorzuheben ist, daß es bei der Bindungsbildung zwischen zweikomponentigen Orbitalen
zu neuen Arten chemischer Bindungen kommt, die sowohl σ– als auch pi–Anteile besitzen. So
hat z.B. eine Bindung zwischen zwei p3/2,1/2–Orbitalen entlang der z–Achse einen σ–Anteil in
der einen Spinkomponente und einen pi∗–Anteil in der anderen Komponente (σpi∗–Bindung). Die
Bindungssta¨rke ha¨ngt dabei vom Verha¨ltnis des σ– und pi–U¨berlapps ab. Allgemein u¨berwiegt
der σ–Anteil, so daß eine schwache Bindung entsteht.
Die Abbildungen in den folgenden Abschnitten verwenden folgende Konventionen:
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PSfrag replacements
Koordinatensystem:
α–Spin, reell
β–Spin, reell
α–Spin, imagina¨r
β–Spin, imagina¨r
x
y
z
Es wird nur jeweils ein Spinorbital eines Kramers–Paares dargestellt, fu¨r das andere Spinorbital
gilt die gleiche Betrachtung.
Um einen U¨berblick u¨ber die Bindungsmechanismen in Verbindungen superschwerer Elemen-
te zu erhalten, wurden die Strukturen des Element–(116)–Hydrids ((116)H2) und der Element–
(116)–Halogenide ((116)X2, X=F, Cl, Br, I, At, (117)) mit dem hier vorgestellten Formalismus
berechnet (Tabelle 9). Alle Moleku¨le wurden durch Festhalten der entsprechenden internen Ko-
ordinaten in C2v–Symmetrie gehalten.
Das Hydrid bildet in dieser Betrachtung eine Ausnahme, da im Wasserstoff ein s–Elektron
statt eines p–Elektrons fu¨r die Bindungsbildung benutzt wird. Entsprechend ist der Bindungs-
winkel H–(116)–H von 90o einfach durch eine σ–Bindung der p3/2,3/2–Orbitale mit einem Wasser-
stoff und eine der p3/2,1/2–Orbitale mit dem anderen Wasserstoff zu erkla¨ren. Dieselbe Geometrie
la¨ßt sich auch mit px–, py– und pz–Orbitalen erkla¨ren. Entsprechend ist der Spin–Bahn–Effekt
auf den Bindungswinkel sehr klein. Da jedoch bei der Wechselwirkung eines s–Orbitals mit
p3/2–Orbitalen nur eine Komponente der p–Orbitale beteiligt sein kann, ist die Spin–Bahn–
Wechselwirkung auf die Bindungsla¨nge groß.
Bei den Halogeniden ist ein eindeutiger Trend zu erkennen: Wa¨hrend die Bindungsla¨nge
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(116)H2 (116)F2
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ 6 /
o ∆SO 6 /
o re/A˚ ∆SOre/A˚ 6 /
o ∆SO 6 /
o
ZORA(MP)–HF 2,053 0,191 96,9 6,1 2,276 0,175 180,0 79,5
ZORA(MP)–BP86 2,048 0,164 93,0 3,1 2,288 0,146 146,4 45,8
ZORA(MP)–B3LYP 2,048 0,166 94,0 3,7 2,285 0,152 160,2 59,6
(116)Cl2 (116)Br2
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ 6 /
o ∆SO 6 /
o re/A˚ ∆SOre/A˚ 6 /
o ∆SO 6 /
o
ZORA(MP)–HF 2,745 0,195 179,2 76,8 2,895 0,199 178,9 75,7
ZORA(MP)–BP86 2,728 0,160 144,4 40,8 2,878 0,168 169,7 64,4
ZORA(MP)–B3LYP 2,736 0,168 160,8 57,5 2,884 0,169 171,3 66,6
(116)I2 (116)At2
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ 6 /
o ∆SO 6 /
o re/A˚ ∆SOre/A˚ 6 /
o ∆SO 6 /
o
ZORA(MP)–HF 3,112 0,208 179,1 75,9 3,202 0,213 179,7 76,8
ZORA(MP)–BP86 3,091 0,178 172,3 65,9 3,210 0,208 178,3 72,3
ZORA(MP)–B3LYP 3,098 0,180 173,4 67,9 3,213 0,206 179,6 74,4
(116)(117)2
Methode re/A˚ ∆SOre/A˚ 6 /
o ∆SO 6 /
o
ZORA(MP)–HF 3,421 0,313 175,2 73,9
ZORA(MP)–BP86 3,485 0,371 179,1 72,2
ZORA(MP)–B3LYP 3,416 0,291 178,9 75,1
Basis 1 an I, At, (116) und (117), TZzP an H, F und Cl, HKPz an Br.
Tabelle 9: Bindungsla¨ngen und –winkel in (116)X2, (X=H, F, Cl, Br, I, At, (117))
mit steigender Ordnungszahl des Substituenten stetig zunimmt, werden die Moleku¨le zuneh-
mend gestreckter, bis zum Astatid bzw. (117)id, die bereits einen Bindungswinkel von etwa 180o
aufweisen. Bemerkenswert ist, daß die Spinbahneffekte auf den Winkel besonders groß sind.
Der skalarrelativistische Bindungswinkel betra¨gt bei allen Moleku¨len außer (116)H2 etwa 105
o
und la¨ßt darauf schließen, daß die Aufweitung des Winkels nicht auf die Gro¨ße der Liganden
zuru¨ckzufu¨hren ist. Bei (116)At2 und (116)(117)2 ist zudem ein gro¨ßerer Spinbahneffekt auf die
Bindungsla¨nge zu beobachten, der aus der antibindenden pi–Komponente der p3/2–p3/2–Bindung
stammt (s.u.). Mit folgendem Ansatz la¨ßt sich der große Spin–Bahn–Effekt und der Trend zu
gro¨ßeren Bindungswinkeln bei schwereren Liganden erkla¨ren.
Eine 90o–Anordnung der Liganden beno¨tigt fu¨r eine optimale U¨berlappung der Atomorbitale
eine p1/2–p3/2–Hybridisierung der Ligandenorbitale (Abb. 1). Die gu¨nstigste Hybridisierung am
Liganden ha¨ngt dabei stark vom Verha¨ltnis des σ–artigen zum pi–artigen U¨berlapp der Orbi-
tale ab. In der folgenden Tabelle wird dem Verha¨ltnis des pi– und σ–U¨berlapps eines p3/2,1/2–
Orbitals mit einem p1/2–p3/2,1/2–Hybridorbital das jeweils gu¨nstigste Orbital gegenu¨bergestellt
(Abb. 1 links).
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σpi∗
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σpi
σ∗pi∗
pi∗
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n.b.
Abbildung 1: Kombination der p3/2,1/2– und p3/2,3/2–Orbitale mit p1/2–p3/2,1/2–Hybridorbitalen
des Liganden im gewinkelten (116)X2
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Abbildung 2: Kombination eines p3/2,1/2–Orbitals mit p1/2–p3/2,1/2–Hybridorbitalen im linearen
(116)X2
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Abbildung 3: Kombination der p3/2,3/2–Orbitale im linearen (116)X2
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Abbildung 4: Kombination der p3/2,1/2– und p3/2,3/2–Orbitale im gewinkelten (116)X2
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Abbildung 5: Kombination der p3/2,1/2–Orbitale im linearen (116)X2
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Je kleiner der pi–artige U¨berlapp im Verha¨ltnis ist, desto mehr pz–Anteil wird fu¨r die sta¨rkste
Bindung im Hybridorbital beno¨tigt und desto ho¨her ist auch dessen p1/2–Anteil.
Fu¨r die U¨berlappung eines p3/2,3/2–Orbitals mit einem p1/2–p3/2,1/2–Hybridorbital (Abb. 1
rechts) gilt prinzipiell dieselbe Betrachtung. Beide in Abb. 1 dargestellten Bindungen haben also
einen relativ großen σ–Anteil. Im linearen Fall wird eine Drei–Zentren–Zwei–Elektronen–σpi–
Bindung analog zu Abb. 1 links gebildet (Abb. 2). Die p3/2,3/2–Orbitale des Liganden ko¨nnen
dann aber nur eine reine pi–Bindung eingehen (Abb. 3). Da σ–Bindungen im Allgemeinen
gu¨nstiger als pi–Bindungen sind, wird eine gewinkelte Anordnung bevorzugt.
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Abbildung 6: MO–Diagramm der Wechselwirkungen der p3/2–Spinorbitale des linearen (116)X2
Bei schweren Liganden ist wegen der großen Spin–Bahn–Aufspaltung eine p1/2–p3/2–
Hybridisierung nicht mo¨glich. Im gewinkelten Moleku¨l treten daher ungu¨nstigere Bindungen als
im linearen Fall auf (Abb. 4). In diesem Fall ist die lineare Anordnung gu¨nstiger und es werden
zwei Drei–Zentren–Zwei–Elektronen–Bindungen aufgebaut: Eine pi–Bindung aus den p3/2,3/2–
Orbitalen aller Atome (Abb. 3) und eine σpi∗–Bindung aus den p3/2,1/2–Orbitalen (Abb. 5), die
vermutlich nur eine sehr geringe Bindungssta¨rke aufweist. Dies fu¨hrt zu dem in Abb. 6 darge-
stellten Moleku¨lorbitalschema19 .
Mit dieser einfachen Betrachtung la¨ßt sich der Bindungswinkel von 145o (BP86) bzw. 160o
(B3LYP) bei leichten Liganden nicht vollsta¨ndig erkla¨ren. Vermutlich wird eine gestrecktere
Anordnung aufgrund der hohen Elektronegativita¨t der Liganden bevorzugt.
19In diesem Schema sind Spinorbitale angegeben und daher vier p3/2–Orbitale pro Atom und nur ein Elektron
pro Orbital.
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VI Zusammenfassung
In dieser Arbeit habe ich die Entwicklung eines zweikomponentigen ZORA(MP)–Verfahrens
(2c–ZORA(MP)) im Rahmen des Hartree–Fock–Formalismus und eines zweikomponentigen
ZORA(MP)–Geometriegradienten fu¨r DFT– und Hartree–Fock–Verfahren vorgestellt. Diese Me-
thoden wurden in eine modifizierte Version des Programmpakets Turbomole [21] implemen-
tiert. Zusammen mit dem bereits vorhandenen ZORA(MP)–DFT–Verfahren lassen sich auch
Dichtefunktionale mit exaktem Austausch verwenden. Zum Vergleich mit anderen Arbeiten und
um einen Einblick in das Verhalten von Moleku¨len mit schweren und superschweren Elementen
zu erhalten, wurden zweikomponentige ZORA(MP)–HF, –BP86– und –B3LYP–Rechnungen an
verschiedenen Moleku¨len durchgefu¨hrt.
Die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren bestechen vor allem durch ihre effiziente Inte-
gration in bestehende quantenchemische Programme, da wichtige Routinen nur leicht vera¨ndert
werden mu¨ssen, um im zweikomponentigen Fall weiterhin verwendet werden zu ko¨nnen. Durch
die Entwicklung des zweikomponentigen ZORA(MP)–Gradienten in dieser Arbeit ist es mo¨glich,
Strukturen von Moleku¨len schwerer und superschwerer Elemente auf relativistischem Allelektro-
nenniveau automatisiert zu optimieren.
Die Abweichungen der Geometrien zu den mit vollrelativistischen vierkomponentigen Dirac–
Hartree–Fock– (DHF) beziehungsweise Dirac–Kohn–Sham–Methoden berechneten sind — bei
zweiatomigen Moleku¨len — sehr gering. Man kann daher davon ausgehen, daß auch bei mehra-
tomigen Moleku¨len die Geometrien denen der vierkomponentigen Varianten weitestgehend ent-
sprechen. Die durch Interpolation gewonnenen Gleichgewichtsabsta¨nde zweiatomiger Moleku¨le
auf 2c-ZORA(MP)–HF– und DHF–Niveau stimmen nahezu perfekt u¨berein. Abweichungen in-
nerhalb der berechneten Moleku¨le zeigen sich lediglich bei PbH (0,008 A˚) und Pb2 (0,003 A˚).
Die Abweichungen in den berechneten Schwingungsfrequenzen liegen unter 4%. Der analytische
Geometriegradient liefert sehr gute U¨bereinstimmungen zu den interpolierten Absta¨nden. Der
maximale Fehler der Bindungsabsta¨nde ist 0,06% bzw. 0,002 A˚.
Zum Vergleich mit vero¨ffentlichen Ergebnissen anderer Autoren wurden die Gleichgewichts-
absta¨nde und Dissoziationsenergien der Monohydride der p–Block–Elemente der 6. und 7. Pe-
riode auf zweikomponentigem ZORA(MP)–BP86– und –B3LYP–Niveau berechnet. Die bereits
von van Wu¨llen und Liu in [41, 42, 48] festgestellte sehr geringe Abweichung der 2c–ZORA(MP)–
BP86–Ergebnisse zu vierkomponentigen BP86–Rechnungen konnte nochmals reproduziert wer-
den. Lees 2c–RECP–Rechnungen [44, 49] liegen fu¨r Thallium bis Astat im gleichen Bereich
wie die 2c–ZORA(MP)–Ergebnisse. Bei den superschweren Elementen (113) bis (117) liefern
sie jedoch im Vergleich ku¨rzere Bindungsabsta¨nde. Fu¨r die Elemente der 6. Periode sind die
U¨bereinstimmungen mit den experimentellen Daten bei einem maximalen Fehler von 1,2%
(B3LYP) fu¨r Dichtefunktionale sehr gut. Hier wird die Qu¨te der ZORA(MP)–Na¨herung in
Kombination mit den verwendeten Funktionalen deutlich. Im Allgemeinen erscheint es nicht
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notwendig, auf deutlich aufwendigere vierkomponentige Verfahren zuru¨ckzugreifen, da der hier
vorgestellte Formalismus in der Lage ist, Bindungsla¨ngen und Dissoziationsenergien mit dersel-
ben Genauigkeit vorherzusagen.
Mit einem Tl–Cp–Abstand von 2,479 A˚ (B3LYP) bzw. 2,455 A˚ (BP86) wird der experimentell
ermittelte Abstand im Thalliumcyclopentadienyl (2,413 A˚) nur leicht u¨berscha¨tzt. Die berech-
nete Energie fu¨r die Dissoziation TlCp→Tl•+Cp• betra¨gt 2,423 eV (B3LYP) bzw. 2,634 eV
(BP86).
Der von Schwerdtfeger [47] mit MP2 ermittelte Gleichgewichtsabstand der Pb–C–Bindung
im PbH4 von 1,755 A˚ konnte auf 2c–ZORA(MP)–B3LYP–Niveau reproduziert werden. Fu¨r
die Dissoziationsenergie (PbH4→PbH•3+H•) von etwa 3 eV (B3LYP und BP86) liegen keine
Vergleichdaten vor.
Als Modellsystem zur Berechnung einer Energiebarriere wurde die Inversionsbarriere des
BiHFI–Moleku¨ls gewa¨hlt. Der Winkel zwischen den Substituenten betra¨gt in der optimierten,
pyramidalen Struktur etwa 90o. Zwingt man das System in eine planare Cs–Symmetrie
20, richten
sich Fluor, Wismut und Iod in einer Linie aus (Bindungswinkel nahe 180o) und bilden eine
Drei–Zentren–Zwei–Elektronen–Bindung. Dies entspricht einer Abnahme der Bindungsordnung
um eins. Entsprechend liegt die Inversionsbarriere mit 1,058 eV (B3LYP) bzw. 0,958 eV (BP86)
im Bereich von Bindungsenergien.
Um Trends in mehratomigen Verbindungen superschwerer Elemente zu untersuchen, wurden
die Strukturen von (116)X2 (X=H, F, Cl, Br, I, At, (117)) berechnet. Der Bindungswinkel im
Hydrid betra¨gt 90o, der Bindungsabstand 2,05 A˚. Bei den Halogeniden ist ein eindeutiger Trend
zu erkennen: im Fluorid und Chlorid liegt der Bindungswinkel bei 160o (B3LYP, BP86: 145o),
Bromid und Iodid zeigen einen Bindungswinkel von etwa 170o. Beim Astatid und der Element–
(117)–Verbindung ist das Moleku¨l linear. Interessanterweise liegt der Bindungswinkel in der
skalarrelativistischen Betrachtung fu¨r alle Halogenide bei 105o. Die Winkelaufweitung ist also
nicht auf die Abstoßung der großen Ligandenatome zuru¨ckzufu¨hren. Die Situation bei den leich-
ten Liganden Fluor und Chlor la¨ßt sich durch eine Hybridisierung der p1/2– und p3/2–Orbitale
der Liganden erkla¨ren. Dadurch ko¨nnen mit den nicht hybridisierbaren p3/2–Orbitalen des Ele-
ments (116) gu¨stigere Bindungen als ohne diese Hybridisierung gebildet werden. Bei schwereren
Elementen ist wegen der gro¨ßeren Spin–Bahn–Aufspaltung die p3/2–p1/2–Hybridisierung nicht
mehr mo¨glich, was zu neuen Arten chemischer Bindungen fu¨hrt. Es bilden sich, a¨hnlich wie
im planaren BiHFI, zwei lineare Drei–Zentren–Zwei–Elektronen–Bindungen zwischen den p3/2–
Orbitalen aller Atome aus, von denen die eine pi–Charakter, die andere jedoch sowohl σ– als
auch pi∗–Charakter hat und daher nur schwach bindend ist.
Anhand der Vergleichsrechnungen konnte gezeigt werden, daß die ZORA(MP)–Na¨herung
20 Mit der verwendeten Turbomole–Version ist es nicht mo¨glich, U¨bergangsstrukturen zu optimieren. Daher
wurde als U¨bergangsstruktur das planare Moleku¨l angenommen.
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in der Lage ist, Geometrien von Moleku¨len schwerer Elemente gut zu reproduzieren. Mit den
hier dargestellten Verfahren ist es nun erstmals mo¨glich, Geometrieoptimierungen auf relativi-
stischem Allelektronenniveau automatisiert und mit vertretbarem Zeitaufwand durchzufu¨hren.
Die Rechenzeit betra¨gt etwa das Zwei– bis Dreifache einer vergleichbaren skalarrelativistischen
Geometrieoptimierung. Die erhaltenen Geometrien und relativen Energien sind qualitativ gleich-
wertig zu denen der wesentlich aufwendigeren vierkomponentigen Rechnungen.
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A Details zu Kapitel III
1 Dichtematrizen im zweikomponentigen Formalismus
Werden die zweikomponentigen Orbitale im LCAO–Ansatz dargestellt (Gl. (51)) ist die Elek-
tronendichte (Gl. 52)
ρ =
∑
i
φ∗i φi
=
∑
iµν
[
C∗µiαCνiαχµχν + C
∗
µiβCνiβχµχν
]
=
∑
µν
(∑
i
C∗µiαCνiα +
∑
i
C∗µiβCνiβ
)
χµχν
=
∑
µν
(D(αα)µν + D
(ββ)
µν )χµχν
=
∑
µν
D(0)µν χµχν (108a)
mit χ∗µ = χµ und χµαχµβ = 0. Wie sich leicht zeigen la¨ßt, ha¨ngt die Elektronendichte nur vom
vom Realteil der Gesamtdichtematrix Re(
  (0)), ab. Da χµχν = χνχµ gilt:
ρ =
∑
µ
D(0)µµχ
2
µ + 2
∑
µ>ν
(D(0)µν + D
(0)
νµ )χµχν . (108b)
  (0) ist hermitesch, also ist D
(0)
µν = (D
(0)
νµ )∗ und daher Im(D
(0)
µµ ) = 0 und Re(D
(0)
µν ) = Re(D
(0)
νµ ).
Daraus folgt:
ρ =
∑
µ
Re(D(0)µµ )χ
2
µ + 2
∑
µ>ν
(
D(0)µν + (D
(0)
µν )
∗
)
χµχν
=
∑
µ
Re(D(0)µµ )χ
2
µ + 2
∑
µ>ν
2Re(D(0)µν )χµχν
=
∑
µ
Re(D(0)µµ )χ
2
µ + 2
∑
µ>ν
(
Re(D(0)µν ) + Re(D
(0)
νµ )
)
χµχν
=
∑
µν
Re(D(0)µν )χµχν . (108c)
Der Erwartungswert eines Operators ergibt sich aus der Kontraktion seiner Matrixdarstel-
lung mit der Dichtematrix:
〈Oˆ〉 =
∑
µν
DµνOµν . (109)
Mit der zweikomponentigen Dichtematrix
 
=

   (αα)   (αβ)
  (βα)   (ββ)

 (53)
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mit
D(αα)µν =
∑
i
C∗µiαCνiα D
(αβ)
µν =
∑
i
C∗µiαCνiβ
D(βα)µν =
∑
i
C∗µiβCνiα D
(ββ)
µν =
∑
i
C∗µiβCνiβ (110)
entspricht dies im zweikomponentigen Fall
〈Oˆ〉 =
∑
µν
[
D(αα)µν O
(αα)
µν + D
(αβ)
µν O
(αβ)
µν + D
(βα)
µν O
(βα)
µν + D
(ββ)
µν O
(ββ)
µν
]
. (56)
Analog dazu lassen sich die Dichtematrizen
  ([0xyz]) so konstruieren, daß
〈Oˆ〉 =
∑
µ,ν
[
D(0)µν O
(0)
µν + D
(x)
µν O
(x)
µν + D
(y)
µν O
(y)
µν + D
(z)
µν O
(z)
µν
]
(57)
gilt:
〈Oˆ〉 = 〈Ψ|Oˆ|Ψ〉
=
∑
i
〈φi|Oˆ|φi〉
=
∑
i
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣Oˆ
∣∣∣∣
(
φiα
φiβ
)〉
=
∑
i
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣Oˆ(0) + σxOˆ(x) + σyOˆ(y) + σzOˆ(z)
∣∣∣∣
(
φiα
φiβ
)〉
=
∑
i
[〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣Oˆ(0)
∣∣∣∣
(
φiα
φiβ
)〉
+
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣σxOˆ(x)
∣∣∣∣
(
φiα
φiβ
)〉
+
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣σyOˆ(y)
∣∣∣∣
(
φiα
φiβ
)〉
+
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣σzOˆ(z)
∣∣∣∣
(
φiα
φiβ
)〉]
. (111a)
Durch Anwendung der Pauli–Spinmatrizen auf Oˆ([xyz])
(φiα
φiβ
)
erha¨lt man
〈Oˆ〉 =
∑
i
[〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣Oˆ(0)
∣∣∣∣
(
φiα
φiβ
)〉
+
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣Oˆ(x)
∣∣∣∣
(
φiβ
φiα
)〉
+
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣Oˆ(y)
∣∣∣∣
(−iφiβ
iφiα
)〉
+
〈(
φiα
φiβ
)∣∣∣∣Oˆ(z)
∣∣∣∣
(
φiα
−φiβ
)〉]
. (111b)
Unter Verwendung des LCAO–Ansatzes Gl. (51) und der Tatsache, daß die α– und β–Basissa¨tze
identisch sind, ergibt sich
〈Oˆ〉 =
∑
iµν
[
(C∗µiαCνiα + C
∗
µiβCνiβ)〈χµ|Oˆ(0)|χν〉+ (C∗µiαCνiβ + C∗µiβCνiα)〈χµ|Oˆ(x)|χν〉
+ (−iC∗µiαCνiβ + iC∗µiβCνiα)〈χµ|Oˆ(y)|χν〉+ (C∗µiαCνiα − C∗µiβCνiβ)〈χµ|Oˆ(z)|χν〉
]
. (112)
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Dies la¨ßt sich auch durch die Dichtematrix Gl. (53) ausdru¨cken:
〈Oˆ〉 =
∑
µν
[
(D(αα)µν + D
(ββ)
µν )〈χµ|Oˆ(0)|χν〉 + (D(αβ)µν + D(βα)µν )〈χµ|Oˆ(x)|χν〉
+ (−iD(αβ)µν + iD(βα)µν )〈χµ|Oˆ(y)|χν〉 (D(αα)µν −D(ββ)µν )〈χµ|Oˆ(z)|χν〉
]
=
∑
µν
[
D(0)µν 〈χµ|Oˆ(0)|χν〉 + D(x)µν 〈χµ|Oˆ(x)|χν〉
+ D(y)µν 〈χµ|Oˆ(y)|χν〉+ D(z)µν 〈χµ|Oˆ(z)|χν〉
]
=
∑
µν
[
D(0)µν O
(0)
µν + D
(x)
µν O
(x)
µν + D
(y)
µν O
(y)
µν + D
(z)
µν O
(z)
µν
]
(113)
mit den Definitionen
D(0)µν ≡ D(αα)µν + D(ββ)µν , D(x)µν ≡ D(αβ)µν + D(βα)µν ,
D(y)µν ≡ −iD(αβ)µν + iD(βα)µν , D(z)µν ≡ D(αα)µν −D(ββ)µν . (114)
woraus sich die in Gl. (58) gegebenen Relationen ergeben.
Die Dichtematrix Gl. (53) ist hermitesch, also gilt
D(αα)µν = (D
(αα)
νµ )
∗, D(αβ)µν = (D
(βα)
νµ )
∗, D(ββ)µν = (D
(ββ)
νµ )
(∗).
Durch ihre Konstruktion sind auch
  ([0xyz]) hermitesche Matrizen:
D(0)µν = D
(αα)
µν + D
(ββ)
µν = (D
(αα)
νµ )
∗ + (D(ββ)νµ )
∗ = (D(αα)νµ + D
(ββ)
νµ )
∗ = (D(0)νµ )
∗
D(x)µν = D
(αβ)
µν + D
(βα)
µν = (D
(βα)
νµ )
∗ + (Dαβνµ )
∗ = (D(βα)νµ + D
(αβ)
νµ )
∗ = (D(x)νµ )
∗
D(y)µν = iD
(βα)
µν − iD(αβ)µν = i(D(αβ)νµ )∗ − i(D(βα)νµ )∗ = (−iD(αβ)νµ + iD(βα)νµ )∗ = (D(y)νµ )∗
D(z)µν = D
(αα)
µν −D(ββ)µν = (D(αα)νµ )∗ − (D(ββ)νµ )∗ = (D(αα)νµ −D(ββ)νµ )∗ = (D(z)νµ )∗.
Der Erwartungswert eines Operators muß reell sein. Dies folgt allgemein aus der Kontraktion
zweier hermitescher Matrizen:
〈Oˆ〉 =
∑
µν
DµνOµν
=
∑
µ
DµµOµµ +
∑
µ6=ν
DµνOµν
=
∑
µ
Re(Dµµ)Re(Oµµ) +
∑
µ>ν
[DµνOµν + DνµOνµ]
=
∑
µ
Re(Dµµ)Re(Oµµ) +
∑
µ>ν
[
DµνOµν + D
∗
µνO
∗
µν
]
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=
∑
µ
Re(Dµµ)Re(Oµµ) +
∑
µ>ν
2Re(DµνOµν)
=
∑
µ
Re(Dµµ)Re(Oµµ) +
∑
µ>ν
[
Re(DµνOµν) + Re(D
∗
νµO
∗
νµ)
]
=
∑
µ
Re(Dµµ)Re(Oµµ) +
∑
µ>ν
[Re(DµνOµν) + Re(DνµOνµ)]
=
∑
µ
Re(Dµµ)Re(Oµµ) +
∑
µ6=ν
Re(DµνOµν)
=
∑
µν
[Re(Dµν)Re(Oµν)− Im(Dµν) Im(Oµν)] (115a)
Ist Oˆ ein reeller Operator ergibt sich
〈Oˆ〉 =
∑
µν
Re(Dµν)Oµν . (115b)
Dies gilt insbesondere fu¨r den Coulomb–Operator.
2 Eigenschaften des Coulomb–Operators
Die Matrixelemente des Coulomb–Operators Jˆ mit
〈φp|Jˆ|φq〉 =
∑
j
∫∫
φ∗p(~r1)φq(~r1)
1
r12
ρ(~r2) d~r1 d~r2. (64)
sind
Jµν = 〈χµ|Jˆ|χν〉 =
∑
j
∫∫
χµ(~r1)χν(~r1)
1
r12
ρ(~r2) d~r1 d~r2. (116)
Da χµ, χν und ρ reell sind, ist auch der Coulomb–Operator reell und spinunabha¨ngig. Die
Coulomb–Energie eines Systems ist daher (Gl. (115b))
ECoul =
1
2
∑
µν
Re(Dµν)J
(0)
µν
= 12
∑
µνρσ
Re(Dµν)Re(Dρσ)(µν|ρσ). (117)
Bei der Berechnung der Coulomb–Energie lassen sich außerdem die Symmetrieeigenschaften der
Zweielektronenintegrale reeller Basisfunktionen ausnutzen. Fu¨r reelle Basisfunktionen µ, ν, ρ
und σ gilt
(µν|ρσ) = (µν|σρ) = (νµ|ρσ) = (νµ|σρ). (118)
und daher
Re(D(0)µν )Re(D
(0)
ρσ )(µν|ρσ) + Re(D(0)µν )Re(D(0)σρ )(µν|σρ)
+ Re(D(0)νµ )Re(D
(0)
ρσ )(νµ|ρσ) + Re(D(0)νµ )Re(D(0)σρ )(νµ|σρ)
= 4Re(D(0)µν )Re(D
(0)
ρσ )(µν|ρσ). (119)
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3 Eigenschaften des Austauschoperators
Die Austauschenergie eines Systems ergibt sich wie u¨blich durch die Kontraktion des Austausch-
operators mit der Dichtematrix. Im zweikomponentigen Fall erha¨lt man fu¨r die Matrixelemente
des Austauschoperators
Kˆ =

Kˆ(αα) Kˆ(αβ)
Kˆ(βα) Kˆ(ββ)

 (120)
die folgenden Ausdru¨cke:
K(αα)µν = 〈χµα|Kˆ(αα)|χνα〉 =
∑
j
(χµαφj|φjχνα)
=
∑
jρσ
C∗jραCjσα(χµχσ|χρχν)
=
∑
ρσ
Dααρσ (χµχσ|χρχν) (121a)
K(αβ)µν = 〈χµα|Kˆ(αβ)|χνβ〉 =
∑
j
(χµαφj|φjχνβ)
=
∑
jρσ
C∗jρβCjσα(χµχσ|χρχν)
=
∑
ρσ
Dβαρσ (χµχσ|χρχν) (121b)
K(βα)µν = 〈χµβ |Kˆ(βα)|χνα〉 =
∑
j
(χµβφj |φjχνα)
=
∑
jρσ
C∗jραCjσβ(χµχσ|χρχν)
=
∑
ρσ
Dαβρσ (χµχσ|χρχν) (121c)
K(ββ)µν = 〈χµβ |Kˆ(ββ)|χνβ〉 =
∑
j
(χµβφj |φjχνβ)
=
∑
jρσ
C∗jρβCjσβ(χµχσ|χρχν)
=
∑
ρσ
Dββρσ (χµχσ|χρχν) (121d)
Der Gesamtausdruck fu¨r die Austausch–Energie ist also:
EX = −12
∑
µνρσ
(D(αα)µν D
(αα)
ρσ + D
(αβ)
µν D
(βα)
ρσ + D
(βα)
µν D
(αβ)
ρσ + D
(ββ)
µν D
(ββ)
ρσ )(χµχσ|χρχν). (122)
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Setzt man Gl. (58) ein, ergibt sich fu¨r die Austauschenergie der zu (57) analoge Ausdruck:
EX = −12
∑
µνρσ
(
1
2 (D
(0)
µν + D
(z)
µν )
1
2(D
(0)
ρσ + D
(z)
ρσ ) +
1
2(D
(x)
µν + iD
(y)
µν )
1
2 (D
(x)
ρσ − iD(y)ρσ )
+ 12(D
(x)
µν − iD(y)µν )12(D(x)ρσ + iD(y)ρσ ) + 12 (D(0)µν −D(z)µν )12(D(0)ρσ −D(z)ρσ )
)
(χµχσ|χρχν)
= −12
∑
µνρσ
1
4
(
D(0)µν D
(0)
ρσ + D
(0)
µν D
(z)
ρσ + D
(z)
µν D
(0)
ρσ + D
(z)
µν D
(z)
ρσ
+ D(x)µν D
(x)
ρσ − iD(x)µν D(y)ρσ + iD(y)µν D(x)ρσ + D(y)µν D(y)ρσ
+ D(x)µν D
(x)
ρσ + iD
(x)
µν D
(y)
ρσ − iD(y)µν D(x)ρσ + D(y)µσ D(y)ρσ
+D(0)µν D
(0)
ρσ −D(0)µν D(z)ρσ −D(z)µν D(0)ρσ + D(z)µν D(z)ρσ
)
(χµχσ|χρχν)
= −12
∑
µνρσ
1
4
(
2D(0)µν D
(0)
ρσ + 2D
(z)
µν D
(z)
ρσ + 2D
(x)
µν D
(x)
ρσ + 2D
(y)
µν D
(y)
ρσ
)
(χµχσ|χρχν)
= −14
∑
µνρσ
(
D(0)µν D
(0)
ρσ + D
(z)
µν D
(z)
ρσ + D
(x)
µν D
(x)
ρσ + D
(y)
µν D
(y)
ρσ
)
(χµχσ|χρχν)
= −12
∑
µν
[
D(0)µν K
(0)
µν + D
(x)
µν K
(x)
µν + D
(y)
µν K
(y)
µν + D
(z)
µν K
(z)
µν
]
. (69)
Der Austausch–Operator ist komplexwertig, es werden also, im Gegensatz zum Coulomb–
Operator, die Real– und Imagina¨rteile aller vier Dichtematrizen beno¨tigt. Mit Gl. (115a) erha¨lt
man
EX = −12
∑
µνρσ
[
Re(D(0)µν )Re(K
(0)
µν )− Im(D(0)µν ) Im(K(0)µν )
+ Re(D(x)µν )Re(K
(x)
µν )− Im(D(x)µν ) Im(K(x)µν )
+ Re(D(y)µν )Re(K
(y)
µν )− Im(D(y)µν ) Im(K(y)µν )
+ Re(D(z)µν )Re(K
(z)
µν )− Im(D(z)µν ) Im(K(z)µν )
]
(123)
bzw.
EX = −14
∑
µνρσ
(
Re(D(0)µν )Re(D
(0)
ρσ )− Im(D(0)µν ) Im(D(0)ρσ )
+ Re(D(x)µν )Re(D
(x)
ρσ )− Im(D(x)µν ) Im(D(x)ρσ )
+ Re(D(y)µν )Re(D
(y)
ρσ )− Im(D(y)µν ) Im(D(y)ρσ )
+ Re(D(z)µν )Re(D
(z)
ρσ )− Im(D(z)µν ) Im(D(z)ρσ )
)
(χµχσ|χρχν). (124)
Wie bei der Coulomb–Energie lassen sich auch bei der Berechnung der Austauschenergie die
Symmetrierelationen der Zweielektronenintegrale (118) ausnutzen. Fu¨r den Beitrag von Kˆ(0) ist
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D(0)µν D
(0)
ρσ (µσ|ρν)+D(0)µρ D(0)νσ (µσ|νρ) + D(0)σν D(0)ρµ (σµ|ρν) + D(0)σρ D(0)νµ (σµ|νρ)
=
(
D(0)µν D
(0)
ρσ + D
(0)
µρ D
(0)
νσ + D
(0)
σν D
(0)
ρµ + D
(0)
σρ D
(0)
νµ
)
(µσ|ρν)
=
(
D(0)µν D
(0)
ρσ + D
(0)
µρ D
(0)
νσ + (D
(0)
νσ )
∗(D(0)µρ )
∗ + (D(0)ρσ )
∗(D(0)µν )
∗
)
(µσ|ρν)
=
(
D(0)µν D
(0)
ρσ + D
(0)
µρ D
(0)
νσ + (D
(0)
νσ D
(0)
µρ )
∗ + (D(0)ρσ D
(0)
µν )
∗
)
(µσ|ρν)
= 2
(
Re(D(0)µν D
(0)
ρσ ) + Re(D
(0)
µρ D
(0)
νσ )
)
(µσ|ρν)
= 2
(
Re(D(0)µν )Re(D
(0)
ρσ )− Im(D(0)µν ) Im(D(0)ρσ )
+ Re(D(0)µρ )Re(D
(0)
νσ )− Im(D(0)µρ ) Im(D(0)νσ )
)
(µσ|ρν). (125a)
Entsprechend erha¨lt man fu¨r Kˆ([xyz])
D(x)µν D
(x)
ρσ (µσ|ρν) + D(x)µρ D(x)νσ (µσ|νρ) + D(x)σν D(x)ρµ (σµ|ρν) + D(x)σρ D(x)νµ (σµ|νρ)
= 2
(
Re(D(x)µν )Re(D
(x)
ρσ )− Im(D(x)µν ) Im(D(x)ρσ )
+ Re(D(x)µρ )Re(D
(x)
νσ )− Im(D(x)µρ ) Im(D(x)νσ )
)
(µσ|ρν), (125b)
D(y)µν D
(y)
ρσ (µσ|ρν) + D(y)µρ D(y)νσ (µσ|νρ) + D(y)σν D(y)ρµ (σµ|ρν) + D(y)σρ D(y)νµ (σµ|νρ)
= 2
(
Re(D(y)µν )Re(D
(y)
ρσ )− Im(D(y)µν ) Im(D(y)ρσ )
+ Re(D(y)µρ )Re(D
(y)
νσ )− Im(D(y)µρ ) Im(D(y)νσ )
)
(µσ|ρν), (125c)
D(z)µν D
(z)
ρσ (µσ|ρν) + D(z)µρ D(z)νσ (µσ|νρ) + D(z)σν D(z)ρµ (σµ|ρν) + D(z)σρ D(z)νµ (σµ|νρ)
= 2
(
Re(D(z)µν )Re(D
(z)
ρσ )− Im(D(z)µν ) Im(D(z)ρσ )
+ Re(D(z)µρ )Re(D
(z)
νσ )− Im(D(z)µρ ) Im(D(z)νσ )
)
(µσ|ρν). (125d)
Der Beitrag der vier a¨quivalenten Integrale zur Zweielektronenenergie des Systems ist dann
(
2Re(D(0)µν )Re(D
(0)
ρσ )− 12
0xyz∑
w
[
Re(D(w)µσ )Re(D
(w)
ρν )− Im(D(w)µσ ) Im(D(w)ρν )
+ Re(D(w)µρ )Re(D
(w)
σν )− Im(D(w)µρ ) Im(D(w)σν )
])
(µν|ρσ). (126)
Da die hier verwendeten Symmetrieeigenschaften in vielen quantenchemischen Programmen be-
reits ausgenutzt werden, brauchen den entsprechenden Routinen nur die
”
passenden“ Elemente
der Zweiteilchendichtematrix angeboten zu werden.
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4 Matrixelemente des gradientenkorrigierten Austausch–Korrelationspoten-
tials
Wie in Kapitel III beschrieben, werden die Matrixelemente des Austausch–Korrelationspotentials
durch eine Orbitalrotation
φi 7→ φi cos λ + φa sinλ = φi + λφa +O(λ2)
φa 7→ −φi sinλ + φa cos λ = φa − λφi +O(λ2) (75)
definiert. Die Vorgehensweise bei gradientenkorrigierten Potentialen ist prinzipiell dieselbe wie
bei LDA–Potentialen. Jedoch ha¨ngen gradientenkorrigierte Funktionale neben der Dichte auch
noch von deren Gradienten ~∇ρ ab:
FXC(ρα, ρβ , γαα, γαβ , γββ) (127)
mit
γαα(~r) = (~∇ρα(~r))2 γαβ(~r) = ~∇ρα(~r)~∇ρβ(~r) γββ(~r) = (~∇ρβ(~r))2. (128)
Die Austausch–Korrelations–Energie ist dann
EXC =
∫
FXC(ρα(~r), ρβ(~r), γαα(~r), γαβ(~r), γββ(~r)) d~r. (129)
Die Matrixelemente des Austausch–Korrelationspotentials werden analog zum LDA–Fall defi-
niert:
EXC 7→ EXC + λ
∫
1
2
(
δFXC
δρα
+
δFXC
δρβ
)
ρ′ +
1
2
(
δFXC
δρα
− δFXC
δρβ
)
s′
+
δFXC
δγαα
γ′αα +
δFXC
δγαβ
γ′αβ +
δFXC
δγββ
γ′ββ d~r. (130)
Die Beitra¨ge der ersten beiden Terme im Integranden sind aus der Lokale–Dichte–Na¨herung
bereits bekannt. Die von den γ abha¨ngigen Terme gestalten sich etwas komplizierter. Dru¨ckt
man ρα und ρβ in der Elektronendichte ρ und der Spindichte s aus (Gl. (72)) wird Gl. (128) zu
γαα =
1
4(
~∇ρ~∇ρ + 2~∇ρ~∇s + ~∇s~∇s) (131a)
γαβ =
1
4(
~∇ρ~∇ρ− ~∇s~∇s) (131b)
γββ =
1
4(
~∇ρ~∇ρ− 2~∇ρ~∇s + ~∇s~∇s). (131c)
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Fu¨r die gradientenabha¨ngigen Terme des Integrals ergibt sich durch Einsetzen in Gl. (130)
δFXC
δγαα
γ′αα+
δFXC
δγαβ
γ′αβ +
δFXC
δγββ
γ′ββ
=
δFXC
δγαα
1
4
(~∇ρ~∇ρ + 2~∇ρ~∇s + ~∇s~∇s)′
+
δFXC
δγαβ
1
4
(~∇ρ~∇ρ− ~∇s~∇s)′
+
δFXC
δγββ
1
4
(~∇ρ~∇ρ− 2~∇ρ~∇s + ~∇s~∇s)′
=
1
2
δFXC
δγαα
~∇ρ~∇ρ′ + 1
2
δFXC
δγαα
~∇ρ~∇s′ + 1
2
δFXC
δγαα
~∇s~∇ρ′ + 1
2
δFXC
δγαα
~∇s~∇s′
+
1
2
δFXC
δγαβ
~∇ρ~∇ρ′ − 1
2
δFXC
δγαβ
~∇s~∇s′
+
1
2
δFXC
δγββ
~∇ρ~∇ρ′ − 1
2
δFXC
δγββ
~∇ρ~∇s′ − 1
2
δFXC
δγββ
~∇s~∇ρ′ + 1
2
δFXC
δγββ
~∇s~∇s′
=
(
1
2
(
δFXC
δγαα
+
δFXC
δγαβ
+
δFXC
δγββ
)
~∇ρ + 1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγββ
)
~∇s
)
~∇ρ′
+
(
1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγββ
)
~∇ρ + 1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγαβ
+
δFXC
δγββ
)
~∇s
)
~∇s′
= ~gρ~∇ρ′ + ~gs~∇s′ (132)
mit den Koeffizienten
~gρ =
1
2
(
δFXC
δγαα
+
δFXC
δγαβ
+
δFXC
δγββ
)
~∇ρ + 1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγββ
)
~∇s und (133a)
~gs =
1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγββ
)
~∇ρ + 1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγαβ
+
δFXC
δγββ
)
~∇s. (133b)
~∇s′ ist
~∇s′ = ~∇
(
1
s
~s~s′
)
= ~∇
(
1
s
(mxm
′
x + mym
′
y + mzm
′
z)
)
= ~∇
(
1
s
mxm
′
x
)
+ ~∇
(
1
s
mym
′
y
)
+ ~∇
(
1
s
mzm
′
z
)
=
xyz∑
w
[
~∇1
s
mwm
′
w +
1
s
~∇mwm′w +
1
s
mw~∇m′w
]
=
xyz∑
w
[
−
~∇s
s2
mwm
′
w +
1
s
~∇mwm′w +
1
s
mw~∇m′w
]
=
xyz∑
w
[(
1
s
~∇mw −
~∇s
s2
mw
)
m′w +
1
s
mw~∇m′w
]
. (134)
In Gl. (132) eingesetzt:
~gρ~∇ρ′ + ~gs~∇s′ = ~gρ~∇ρ′ + ~gs
xyz∑
w
[(
1
s
~∇mw −
~∇s
s2
mw
)
m′w +
1
s
mw ~∇m′w
]
. (135)
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Kombiniert man die von ρ und m[xyz] abha¨ngenden Terme mit den entsprechenden Termen aus
dem LDA–Fall Gl. (83) kommt man zu den Ausdru¨cken fu¨r das gesamte gradientenkorrigierte
Austauschkorrelationspotential VXC = V
(0)
XC + σxV
(x)
XC + σyV
(y)
XC + σzV
(z)
XC :
〈χµ|V (0)XC |χν〉 =
∫ {
V
(0)
LDAχµχν + ~gρ
~∇(χµχν)
}
d~r (136a)
〈χµ|V (x)XC |χν〉 =
∫ {[
V
(x)
LDA + ~gs
(
~∇mx
s
− mx
~∇s
s2
)]
χµχν +
mx
s
~gs~∇(χµχν)
}
d~r (136b)
〈χµ|V (y)XC |χν〉 =
∫ {[
V
(y)
LDA + ~gs
(
~∇my
s
− my
~∇s
s2
)]
χµχν +
my
s
~gs~∇(χµχν)
}
d~r (136c)
〈χµ|V (z)XC |χν〉 =
∫ {[
V
(z)
LDA + ~gs
(
~∇mz
s
− mz
~∇s
s2
)]
χµχν +
mz
s
~gs~∇(χµχν)
}
d~r. (136d)
5 Geschlossenschalige Systeme
Der Zusammenhang zwischen den Spinorbitalen eines Kramers–Paars φi/φj ist
φi =
(
φiα
φiβ
)
φj = iσyφ
∗
i =
(
φ∗iβ
−φ∗iα
)
. (84)
Daraus folgt fu¨r die Orbitalkoeffizienten
Cjµα = C
∗
µiβ Cjµβ = −C∗µiα
Cµiα = −C∗jµβ Cµiβ = C∗jµα. (137)
Die Beitra¨ge der Kramers–Paare zu den Dichtematrizen sind dann
D(αα)µν =
∑
i
C∗µiαCνiα =
N/2∑
i
[
C∗µiαCνiα + CµiβC
∗
νiβ
]
(138a)
D(ββ)µν =
∑
i
C∗µiβCνiβ =
N/2∑
i
[
C∗µiβCνiβ + CµiαC
∗
νiα
]
(138b)
D(αβ)µν =
∑
i
C∗µiαCνiβ =
N/2∑
i
[
C∗µiαCνiβ − CµiβC∗νiα
]
(138c)
D(βα)µν =
∑
i
C∗µiβCνiα =
N/2∑
i
[
C∗µiβCνiα − CµiαC∗νiβ
]
. (138d)
Mit Gleichung (58) ergibt sich fu¨r D([0xyz]):
D(0)µν = D
(αα)
µν + D
(ββ)
µν =
N/2∑
i
[
C∗µiαCνiα + CµiβC
∗
νiβ + C
∗
µiβCνiβ + CµiαC
∗
νiα
]
=
N/2∑
i
[
2Re(C∗µiαCνiα) + 2Re(C
∗
µiβCνiβ)
]
=
N∑
i
Re(C∗µiαCνiα + C
∗
µiβCνiβ)
= Re(D(0)µν ), (139a)
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D(x)µν = D
(αβ)
µν + D
(βα)
µν =
N/2∑
i
[
C∗µiαCνiβ − CµiβC∗νiα + C∗µiβCνiα − CµiαC∗νiβ
]
=
N/2∑
i
[
2i Im(C∗µiαCνiβ) + 2i Im(C
∗
µiβCνiα)
]
=
N∑
i
i Im(C∗µiαCνiβ + C
∗
µiβCνiα)
= i Im(D(x)µν ), (139b)
D(y)µν = iD
(βα)
µν − iD(αβ)µν =
N/2∑
i
[
iC∗µiβCνiα − iCµiαC∗νiβ − iC∗µiαCνiβ + iCµiβC∗νiα
]
=
N/2∑
i
[
2i Im(iC∗µiβCνiα)− 2i Im(iC∗µiαCνiβ)
]
=
N∑
i
i Im(iC∗µiβCνiα − iC∗µiαCνiβ)
= i Im(D(y)µν ), (139c)
D(z)µν = D
(αα)
µν −D(ββ)µν =
N/2∑
i
[
C∗µiαCνiα + CµiβC
∗
νiβ − C∗µiβCνiβ − CµiαC∗νiα
]
=
N/2∑
i
[
2i Im(C∗µiαCνiα)− 2i Im(C∗µiβCνiβ)
]
=
N∑
i
i Im(C∗µiαCνiα − C∗µiβCνiβ)
= i Im(D(z)µν ). (139d)
Wie in Kapitel III erwa¨hnt, ist also die Gesamtdichtematrix
  (0) reell und die Spindichtematrizen
  ([xyz]) sind imagina¨r.
Die sich daraus ergebenden Vereinfachungen im Hartree–Fock– und im LDA–Fall wurden be-
reits in Kapitel III angesprochen. Die gradientenkorrigierten Austausch–Korrelationspotentiale
vereinfachen sich durch den Wegfall der Spinmagnetisierung a¨hnlich wie die LDA-Potentiale:
〈χµ|V (0)XC |χν〉 =
1
2
∫ [(
δFXC
δρα
+
δFXC
δρβ
)
χµχν
+
(
δFXC
δγαα
+
δFXC
δγαβ
+
δFXC
δγββ
)
~∇ρ~∇(χµχν)
]
d~r
〈χµ|V ([xyz])XC |χν〉 = 0. (140)
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63
B Details zu Kapitel IV
1 Die Geometrieableitung des Hartree–Fock–Energieausdrucks
Die Ableitung der Hartree–Fock–Energie ist
E′ = E′1e + E
′
Coul + E
′
Exch
=
∑
i
[
〈φi|hˆ|φi〉′ + 12〈φi|Jˆ|φi〉′ − 12 〈φi|Kˆ|φi〉′
]
. (88)
Die Ableitungen der Einzelbeitra¨ge lassen sich auf die Ableitungen der Matrixelemente der
Operatoren zuru¨ckfu¨hren, fu¨r die Zweielektronenenergie sogar auf die Ableitungen der Zweielek-
tronenintegrale (χµχν |χρχσ)′. Die Ableitung der Dichtematrix, bzw. der Orbitalkoeffizienten,
geht in den Renormierungsterm ein, der nur die Ableitung der U¨berlappmatrix sowie die Dich-
tematrix und die Orbitalenergien entha¨lt.
Fu¨r die Ableitung der Einelektronenenergie erha¨lt man unter Verwendung der Ableitung der
Orbitale Gl. (91)
E′1e =
∑
i
〈φi|hˆ|φi〉′
=
∑
i
[
〈(φi)′|hˆ|φi〉+ 〈φi|hˆ′|φi〉+ 〈φi|hˆ|φ′i〉
]
=
∑
i
[
〈φi|hˆ′|φi〉+
∑
p
[
U∗pi〈φp|hˆ|φi〉+ Upi〈φi|hˆ|φp〉
]]
+
∑
µν
0xyz∑
w
[
D(w)µν 〈χ′µ|hˆ(w)|χν〉+ D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χ′ν〉
]
=
∑
µν
0xyz∑
w
[
D(w)µν 〈χ′µ|hˆ(w)|χν〉+ D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χ′ν〉+ D(w)µν 〈χµ|(hˆ(w))′|χν〉
]
+
∑
pi
[
U∗pi〈φp|hˆ|φi〉+ Upi〈φi|hˆ|φp〉
]
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ +
∑
pi
[
U∗pi〈φp|hˆ|φi〉+ Upi〈φi|hˆ|φp〉
]
. (94)
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Entsprechend ergeben sich auch die Ableitungen der Coulomb– und Austauschenergie:
E′Coul =
1
2
∑
i
〈φi|Jˆ|φi〉′
= 12
∑
ij
(φiφi|φjφj)′
= 12
∑
ij
[(
(φi)
′φi|φjφj
)
+ (φiφ
′
i|φjφj) +
(
φiφi|(φj)′φj
)
+ (φiφi|φjφ′j)
]
= 12
∑
µνρσ
D0µνD
0
ρσ(χµχν |χρχσ)′
+ 12
∑
pij
[
U∗pi(φpφi|φjφj) + Upi(φiφp|φjφj) + U∗pj(φiφi|φpφj) + Upj(φiφi|φjφp)
]
= 12
∑
µνρσ
D0µνD
0
ρσ(χµχν |χρχσ)′ +
∑
pij
[
U∗pi(φpφi|φjφj) + Upi(φiφp|φjφj)
]
= 12
∑
µνρσ
D0µνD
0
ρσ(χµχν |χρχσ)′ +
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Jˆ|φi〉+ Upi〈φi|Jˆ|φp〉
]
, (95)
E′Exch = −12
∑
i
〈φi|Kˆ|φi〉′
= −12
∑
ij
(φiφj |φjφi)′
= −12
∑
ij
[(
(φi)
′φj|φjφi
)
+ (φiφ
′
j |φjφi) +
(
φiφj |(φj)′φi
)
+ (φiφj |φjφ′i)
]
= −12
∑
µνρσ
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν (χµχν |χρχσ)′
− 12
∑
pij
[
U∗pi(φpφj|φjφi) + Upj(φiφp|φjφi) + U∗pj(φiφj |φpφi) + Upi(φiφj |φjφp)
]
= −12
∑
µνρσ
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν (χµχν |χρχσ)′ −
∑
pij
[
U∗pi(φpφj |φjφi) + Upi(φiφj |φjφp)
]
= −12
∑
µνρσ
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν (χµχν |χρχσ)′ −
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Kˆ|φi〉+ Upi〈φi|Kˆ|φp〉
]
. (96)
Zusammen erha¨lt man durch Einsetzen in Gl. (88) die Geometrieableitung der Energie ausge-
dru¨ckt in den Ableitungen der Matrixelemente des Einelektronenoperators, den Ableitungen der
Zweielektronenintegralen der Basisfunktionen und einer
”
energiegewichteten Dichtematrix“ ˜
  (0)
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mit D˜
(0)
µν =
∑
i[C
∗
µiαCνiα + C
∗
µiβCνiβ]εi:
E′ =
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
D0µνD
0
ρσ(χµχν |χρχσ)′
− 12
∑
µνρσ
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν (χµχν |χρχσ)′
+
∑
pi
[
U∗pi〈φp|hˆ|φi〉+ Upi〈φi|hˆ|φp〉
]
+
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Jˆ|φi〉+ Upi〈φi|Jˆ|φp〉
]
−
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Kˆ|φi〉+ Upi〈φi|Kˆ|φp〉
]
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
+
∑
pi
[
U∗pi
(
〈φp|hˆ|φi〉+ 〈φp|Jˆ|φi〉 − 〈φp|Kˆ|φi〉
)
+ Upi
(
〈φi|hˆ|φp〉+ 〈φi|Jˆ|φp〉 − 〈φi|Kˆ|φp〉
)]
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
+
∑
pi
[
U∗pi〈φp|Fˆ|φi〉+ Upi〈φi|Fˆ|φp〉
]
.
Mit Gl. (90) folgt dann
E′ =
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
+
∑
i
[
U∗ii〈φi|Fˆ|φi〉+ Uii〈φi|Fˆ|φi〉
]
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
+
∑
i
(U∗ii + Uii)εi
und mit Gl. (93)
E′ =
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
−
∑
i
∑
µν
(C∗µiαCνiα + C
∗
µiβCνiβ)εiS
′
µν
=
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ + 12
∑
µνρσ
(
D0µνD
0
ρσ −
0xyz∑
w
D(w)µσ D
(w)
ρν
)
(χµχν |χρχσ)′
−
∑
µν
D˜(0)µν S
′
µν . (97)
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2 Die Geometrieableitung der Matrixelemente des ZORA(MP)–Einelektro-
nenoperators
Zur Berechnung des Hartree–Fock–Energiegradienten wird noch die im ersten Term in Gl. (97)
auftretende Ableitung des Einelektronenoperators beno¨tigt. Der in dieser Arbeit verwendete
ZORA(MP)–Einelektronenoperator, Gl. (24), la¨ßt sich in einen skalarrelativistischen und einen
Spin–Bahn–Anteil zerlegen (Gl. (61)). Der skalarrelativistische Teil
hˆ(0) = V +
1
2
pˆ2 + pˆ
V˜
4c2 − 2V˜ pˆ (62)
la¨ßt sich weiter aufteilen:
hˆ(0) = hˆNR + hˆSRK
mit
hˆNR = V +
1
2
pˆ2 (nichtrelativistischer Einelektronenoperator)
hˆSRK = pˆ
V˜
4c2 − 2V˜ pˆ (skalarrelativistische Korrektur)
= pˆωpˆ.
Die Ableitung des nichtrelativistischen Anteils ist wohlbekannt und wird hier nicht weiter
behandelt. Die Ableitung der Matrixelemente des skalarrelativistischen Korrekturterms ist
〈χµ|hˆSRK|χν〉′ = 〈χµ|pˆωpˆ|χν〉′
= 〈~∇χµ|ω|~∇χν〉′
= 〈~∇χ′µ|ω|~∇χν〉+ 〈~∇χµ|ω′|~∇χν〉+ 〈~∇χµ|ω|~∇χ′ν〉 (141)
mit
ω′ =
(
V˜
4c2 − 2V˜
)′
=
c2
(2c2 − V˜ )2 V˜
′ (142)
V˜ ′ = V ′N + V˜
′
C + V˜
′
XC . (143)
Fu¨r den Spin–Bahn–Operator
hˆSO = i~σ
(
pˆ× c
2
2c2 − V˜ pˆ
)
= i~σ(pˆ× ω2pˆ)
= σxhˆ
(x) + σyhˆ
(y) + σzhˆ
z
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ergeben sich die hˆ([xyz]) aus den x–, y– und z–Komponenten des Kreuzprodukts pˆ × ω2pˆ. Die
Geometrieableitung der Matrixelemente des hˆ(x)–Operators ist dann
〈χµ|hˆ(x)|χν〉′ = i
〈
∂χµ
∂y
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂z
〉′
− i
〈
∂χµ
∂z
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂y
〉′
= i
〈
∂χ′µ
∂y
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂z
〉
+ i
〈
∂χµ
∂y
∣∣∣∣ω′2
∣∣∣∣∂χν∂z
〉
+ i
〈
∂χµ
∂y
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χ′ν∂z
〉
− i
〈
∂χ′µ
∂z
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂y
〉
− i
〈
∂χµ
∂z
∣∣∣∣ω′2
∣∣∣∣∂χν∂y
〉
− i
〈
∂χµ
∂z
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χ′ν∂y
〉
(144)
mit
ω′2 = ω
′ =
c2
(2c2 − V˜ )2 V˜
′.
Analog erha¨lt man die Beitra¨ge von hˆ(y) und hˆ(z):
〈χµ|hˆ(y)|χν〉′ = i
〈
∂χ′µ
∂z
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂x
〉
+ i
〈
∂χµ
∂z
∣∣∣∣ω′2
∣∣∣∣∂χν∂x
〉
+ i
〈
∂χµ
∂z
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χ′ν∂x
〉
− i
〈
∂χ′µ
∂x
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂z
〉
− i
〈
∂χµ
∂x
∣∣∣∣ω′2
∣∣∣∣∂χν∂z
〉
− i
〈
∂χµ
∂x
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χ′ν∂z
〉
, (145)
〈χµ|hˆ(z)|χν〉′ = i
〈
∂χ′µ
∂x
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂y
〉
+ i
〈
∂χµ
∂x
∣∣∣∣ω′2
∣∣∣∣∂χν∂y
〉
+ i
〈
∂χµ
∂x
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χ′ν∂y
〉
− i
〈
∂χ′µ
∂y
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χν∂x
〉
− i
〈
∂χµ
∂y
∣∣∣∣ω′2
∣∣∣∣∂χν∂x
〉
− i
〈
∂χµ
∂y
∣∣∣∣ω2
∣∣∣∣∂χ′ν∂x
〉
. (146)
3 Der Geometriegradient der gradientenkorrigierten Austausch–Korrela-
tionspotentiale (GGA)
Gradientenkorrigierte Funktionale ha¨ngen auch von dem Gradienten der Dichte ab. Die Ablei-
tung der XC–Energie im gradientenkorrigierten Fall ist analog zu Gl. (78)
E′XC =
∫
δFXC
δρ
ρ′ +
δFXC
δs
s′ +
δFXC
δγαα
γ′αα +
δFXC
δγαβ
γ′αβ +
δFXC
δγββ
γ′ββ d~r. (147)
Die ersten beiden Terme entsprechen dem Gradienten eines LDA–Funktionals und wurden in
Kapitel IV bereits behandelt. Die hinteren drei Terme wurden bereits in den Gl. (132) umgeformt.
Mit
~gρ =
1
2
(
δFXC
δγαα
+
δFXC
δγαβ
+
δFXC
δγββ
)
~∇ρ + 1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγββ
)
~∇s (133a)
~gs =
1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγββ
)
~∇ρ + 1
2
(
δFXC
δγαα
− δFXC
δγαβ
+
δFXC
δγββ
)
~∇s (133b)
ist
δFXC
δγαα
γ′αα +
δFXC
δγαβ
γ′αβ +
δFXC
δγββ
γ′ββ
= ~gρ~∇ρ′ + ~gs
xyz∑
w
[(
1
s
~∇mw −
~∇s
s2
mw
)
m′w +
1
s
mw ~∇m′w
]
. (135)
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Die Ableitung des Dichtegradienten ~∇ρ′ ist (mit Gl. (91))
~∇ρ′ = ~∇((φ∗i )′φi + φ∗i φ′i)
= ~∇
(∑
pi
[
U∗piφ
∗
pφi + Upiφ
∗
i φp
]
+ 2
∑
µν
Re(D(0)µν )χ
′
µχν
)
= ~∇
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pφi + Upiφ
∗
i φp
]
+ 2~∇
∑
µν
Re(D(0)µν )χ
′
µχν
= ~∇
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pφi + Upiφ
∗
i φp
]
+ ~∇ρ¯ (148)
und die der Spindichtegradienten ~∇m′w entsprechend
~∇m′w = ~∇
(∑
i
[
(φ∗i )
′σwφi + φ
∗
i σwφ
′
i
])
= ~∇
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pσwφi + Upiφ
∗
i σwφp
]
+ 2~∇
∑
µν
Re(D(w)µν )(χ
′
µχν)
= ~∇
∑
pi
[
U∗piφ
∗
pσwφi + Upiφ
∗
i σwφp
]
+ ~∇m¯w. (149)
Setzt man die Summen u¨ber p und i analog zum LDA–Fall, gemeinsam mit den entsprechenden
Termen aus Gl. (100) und Gl. (102) in Gl. (147) ein, gelangt man zu
∑
p
[
U∗pi
∫ {
V
(0)
LDA + ~gρ
~∇(φ∗pφi)
+
xyz∑
w
[
V
(w)
LDA + ~gs
( ~∇mw
s
− mx
~∇s
s2
)
φ∗pφi +
mx
s
~gs~∇(φ∗pφi)
]}
d~r
]
+
∑
p
[
Upi
∫ {
V
(0)
LDA + ~gρ
~∇(φ∗i φp)
+
xyz∑
w
[
V
(w)
LDA + ~gs
( ~∇mw
s
− mx
~∇s
s2
)
φ∗pφi +
mx
s
~gs~∇(φ∗i φp)
]}
d~r
]
=
∑
p
U∗pi〈φp|VXC |φi〉+
∑
p
Upi〈φi|VXC |φp〉. (150)
Der Renormierungsterm
∑
µν D
(0)
µν S′µν ergibt sich dann, wie schon im LDA–Fall, analog zu
Gl. (97).
Die A¨nderung der Austausch–Korrelations–Energie bei festgehaltener Dichtematrix, E¯XC ,
erhalten wir mit Gl. (134), p¯, s¯, ~∇ρ¯ und ~∇m¯w aus Gl. (135) und den entsprechenden LDA–
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Termen aus Gl. (106):
E¯XC = 2
∑
µν
∫ {(
V
(0)
LDA Re(D
(0)
µν )χν + ~gρ Re(D
(0)
µν )~∇χν
+
xyz∑
w
[
V
(w)
LDA + ~gs
( ~∇mx
s
− mx
~∇s
s2
)
Re(D(w)µν )χν
+ ~gs
mw
s
Re(D(w)µν )
~∇χν
])
χ′µ
+
(
~gρ Re(D
(0)
µν )χν + ~gs
xyz∑
w
mw
s
Re(D(w)µν )
)
~∇χ′µ
}
d~r. (151)
Fu¨r den gesamten Geometriegradienten im GGA–Fall ergibt sich somit:
E′ =
∑
µν
0xyz∑
w
D(w)µν 〈χµ|hˆ(w)|χν〉′ +
1
2
∑
µνρσ
D(0)µν D
(0)
ρσ (χµχν |χρχσ)′
+ 2
∑
µν
∫ {(
V
(0)
LDA Re(D
(0)
µν )χν + ~gρ Re(D
(0)
µν )~∇χν
+
xyz∑
w
[
V
(w)
LDA + ~gs
( ~∇mx
s
− mx
~∇s
s2
)
Re(D(w)µν )χν
+ ~gs
mw
s
Re(D(w)µν )~∇χν
])
χ′µ
+
(
~gρ Re(D
(0)
µν )χν + ~gs
xyz∑
w
mw
s
Re(D(w)µν )
)
~∇χ′µ
}
d~r −
∑
µν
D˜(0)µν S
′
µν . (152)
4 Numerische Integration: Beru¨cksichtigung der Ableitungen der Gitter-
punkte
Die numerische Integration einer Funktion F (~r) auf einem Gitter mit den Gitterpunkten ~rj und
den dazugeho¨rigen Integrationsgewichten wj ist
∫
F (~r) d~r ≈ I =
∑
j
wjF (~rj). (153)
Die Gitterpunkte sind an den Atomkernen A
”
befestigt“, also
I =
∑
A
∑
j∈A
wjF (~rj) =
∑
A
IA. (154)
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Die Ableitung des Integrals I nach einer A¨nderung einer Koordinate xB des Atoms B ist unter
Anwendung der Ketten– und Produktregel
∂I
∂xB
=
∑
j
∂wj
∂xB
F +
∑
j
wj
∂F (~rj)
∂xB
+
∑
j
wj(~∇F (~rj)) ∂~rj
∂xB
=
∑
A
∑
j∈A
∂wj
∂xB
F +
∑
A
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xB
+
∑
A
∑
j∈A
wj(~∇F (~rj)) ∂~rj
∂xB
. (155)
Der erste Term beschreibt die A¨nderung der Integrationsgewichte bei einer A¨nderung der Ko-
ordinate xB. Der zweite Term ist der in den vorangegangenen Abschnitten hergeleitete Geo-
metriegradient. Der letzte Term stellt die A¨nderung des Integrals bei einer Verru¨ckung des zu
Atom A geho¨renden Teilgitters dar. Die daraus resultierenden, komplizierten Ausdru¨cke lassen
sich durch Ausnutzung der Translationsinvarianz umgehen, wie im folgenden gezeigt wird.
Die Summe der Ableitungen nach allen Kernkoordinaten muß Null sein, da eine Verru¨ckung
des gesamten Moleku¨ls keine Energiea¨nderung mit sich bringen darf. Dies gilt natu¨rlich auch fu¨r
die Teilgitter der Atome und sogar jeden einzelnen Gitterpunkt.
0 =
∑
C
∂IA
∂xC
=
∑
C
∑
j∈A
∂wj
∂xC
+
∑
C
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xC
+
∑
C
∑
j∈A
wj(~∇F (~rj)) ∂~rj
∂xC
=
∑
C
∑
j∈A
∂wj
∂xC
+
∑
C
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xC
+
∑
j∈A
wj(~∇F (~rj)) ∂~rj
∂xA
, da
∂~rj
∂xA
= 0 fu¨r j 6∈ A
(156)
Der letzte Term in Gl. (155) la¨ßt sich also durch die anderen beiden Terme ausdru¨cken.
∑
j∈A
wj(~∇F (~rj)) ∂~rj
∂xA
= −
∑
C
∑
j∈A
∂wj
∂xC
F (~rj)−
∑
C
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xC
(157)
Durch Einsetzen von Gl. (157) in Gl. (155) ergibt sich fu¨r die A¨nderung des Integrals bei einer
A¨nderung einer Koordinate xB des Atoms B:
∂I
∂xB
=
∑
A
∑
j∈A
∂wj
∂xB
F (~rj) +
∑
A
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xB
−
∑
A,C
∑
j∈A
∂wj
∂xC
F (~rj)−
∑
A,C
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xC
. (158)
Man kann nun zuna¨chst die ersten beiden Terme aufsummieren und erha¨lt den nicht translati-
onsinvarianten Ausdruck(
∂I
∂xB
)
NI
=
∑
A
[∑
j∈A
∂wj
∂xB
F (~rj) +
∑
j∈A
wj
∂F (~r)
∂xB
]
, (159)
der fu¨r alle Geometriekoordinaten xB berechnet wird. Die letzten beiden Terme in Gl. (158)
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beschreiben die Summe der Ableitungen nach den Bewegungen aller Kerne:
∑
A,C
∑
j∈A
∂wj
∂xC
F (~rj) +
∑
A,C
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xC
=
∑
C
[∑
A
∑
j∈A
∂wj
∂xC
F (~rj) +
∑
A
∑
j∈A
wj
∂F (~rj)
∂xC
]
=
∑
C
(
∂I
∂xC
)
NI
. (160)
Die Ableitung des Integrals ist also
∂I
∂xB
=
(
∂I
∂xB
)
NI
−
∑
C
(
∂I
∂xC
)
NI
. (161)
Von jeder Komponente des nicht translationsinvarianten Zwischenergebnisses wird die Summe
aller Komponenten abgezogen, was die Translationsinvarianz wieder herstellt und den Geome-
triegradienten des Integrals liefert.
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C Gesamtenergien der berechneten Strukturen
Auf den folgenden Seiten werden die Gesamtenergien der berechneten Atome und Moleku¨le auf-
gefu¨hrt. Alle Angaben sind in Hartree. Die dazugeho¨rigen Geometrien sind auf der beiliegenden
CD–ROM als PDF–Datei und im XYZ–Format vorhanden, bzw. sind im Internet unter
http://www.langermann.net/diss/geo.html abrufbar.
Atomenergien:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Element ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
H −0,4998143178 −0,4998461348 −0,5021623262
O −74,8979038310 −75,1783243260 −75,1812171960
S −399,2144417665 −399,8786401102 −399,8491531815
I −7224,7563551070 −7228,2354776626 −7227,5541087591
Tl −21041,7169129484 −21048,9901407122 −21047,1441890340
Pb −21729,7059086282 −21737,1020381791 −21735,2126558403
Bi −22431,7933085630 −22439,2957205761 −22437,3505387589
Po −23165,6130917525 −23173,2512599655 −23171,2592391639
At −23901,8213901921 −23909,6078189184 −23907,5633990199
(113) −53242,5764980310 −53261,5839068893 −53255,9999942859
(114) −54732,7196905059 −54752,5165007903 −54746,6986698370
(115) −56267,0321579152 −56287,7547215665 −56281,6533162383
(116) −57832,4980807280 −57854,1949504551 −57847,8082490375
(117) −59464,7389488993 −59487,5033365022 −59480,8011959213
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
H −0,4998143176 −0,4998462846 −0,5021622741
O −74,8978955566 −75,1783197906 −75,1812122801
S −399,2139451878 −399,8782173493 −399,8487357360
I −7222,1218467444 −7225,5872829327 −7224,9095245695
Tl −20999,0831057534 −21006,1781645489 −21004,3671995479
Pb −21681,5954307601 −21688,7763127186 −21686,9203997083
Bi −22379,4937059540 −22386,7656421168 −22384,8628759839
Po −23108,9785557064 −23116,3789128648 −23114,4323045460
At −23840,2721373485 −23847,8534970395 −23845,8580949736
(113) −52723,6135340662 −52740,6124132315 −52735,4564430152
(114) −54173,6867840900 −54191,3483987642 −54185,9732525033
(115) −55666,2680527615 −55684,6583547955 −55679,0449020454
(116) −57188,1535840267 −57207,3693006743 −57201,5076347471
(117) −58767,9248295508 −58788,0460260692 −58781,9124792617
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Zu Tabelle 1, S. 32:
Energien der aus den analytischen Geometrieoptimierungen erhaltenen Strukturen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
I2 −14449,5137124345 −14456,5291177749 −14455,1600621772
TlH −21042,2572436948 −21049,5696708619 −21047,7229067835
PbH −21730,2447691431 −21737,6736783449 −21735,7768851651
PbO −21804,6087681106 −21812,4389245751 −21810,5248884571
PbS −22128,9711063677 −22137,1201790533 −22135,1837651834
Pb2 −43459,4189546977 −43474,2468096033 −43470,4561069480
Zu Tabelle 2, S. 34:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
TlH −21042,2571423187 −21049,5696059868 −21047,7228245140
PbH −21730,2446286368 −21737,6735560198 −21735,7767564328
BiH −22432,3277904529 −22439,8817939058 −22437,9415542341
PoH −23166,1579140406 −23173,8420423775 −23171,8469977923
AtH −23902,3655173121 −23910,2007112559 −23908,1542175455
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
TlH −20999,64309058678 −21006,77602314849 −21004,96507180228
PbH −21682,14961303961 −21689,37277520429 −21687,51733327509
BiH −22380,04158115524 −22387,36098920040 −22385,45858149610
PoH −23109,53580580206 −23116,98386805832 −23115,03606936347
AtH −23840,27213734850 −23847,85349703950 −23845,85809497361
Zu Tabelle 3, S. 35:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
(113)H −53243,0926125145 −53262,1446500375 −53256,5625150872
(114)H −54733,2194685456 −54753,0328206902 −54747,2016178273
(115)H −56267,5614583165 −56288,3293665902 −56282,2325478514
(116)H −57833,0242438574 −57854,7689178255 −57848,3787184325
(117)H −59465,2626495448 −59488,0772967661 −59481,3783373424
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
(113)H −52724,16528852695 −52741,20571332434 −52736,04888906895
(114)H −54174,23212861741 −54191,93970000334 −54186,56447809909
(115)H −55666,80615742280 −55685,24783230717 −55679,63433467502
(116)H −57188,70004573258 −57207,96634245855 −57202,10333042101
(117)H −58768,48353913469 −58788,63721731659 −58782,50285542208
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Zu Tabelle 4, S. 37:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
TlI −28266,5331272999 −28277,3276728900 −28274,7959707995
TlAt −44943,5748237349 −44958,6789602631 −44954,7837791293
(113)(117) −112707,3131093190 −112749,1347564600 −112736,8529842110
PbO −21804,6062297830 −21812,4385938105 −21810,5242083760
PbS −22128,9689058059 −22137,1188965685 −22135,1823270171
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
TlI −28221,2988160441 −28231,8986517801 −28229,4052951471
TlAt −44838,8679422642 −44853,5376715960 −44849,7293509962
(113)(117) −111491,6111880100 −111528,7565062420 −111517,4641499820
PbO −21756,5228142816 −21764,1543066421 −21762,2801157039
PbS −22080,8852681239 −22088,8328889986 −22086,9366633702
Zu Tabelle 5, S. 38:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
TlCp −21234,1238734737 −21242,7416411941 −21240,8831394119
Cp• −192,3758924400 −193,6547107908 −193,6499154782
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
TlCp −21191,51412306617 −21199,95236932903 −21198,12980200547
Cp• −192,36412163648 −193,65399163789 −193,64992227116
Zu Tabelle 6, S. 39:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
PbH4 −21731,9142273472 −21739,4286531082 −21737,5299494720
PbH•3 −21731,3333440213 −21738,8184637466 −21736,9176477209
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
PbH4 −21683,83357576006 −21691,14342273366 −21689,28576901865
PbH•3 −21683,25238084613 −21690,53315640177 −21688,67467090714
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Zu den Tabellen 7 und 8, S. 40:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
Minimum −29756,7397571184 −29768,2489631476 −29765,6088498672
Cs-Struktur −29756,6877255195 −29768,2137544281 −29765,5699664139
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
Minimum −29701,8364386168 −29713,1082698070 −29710,5153854116
Cs-Struktur −29701,6575420818 −29713,0687984553 −29710,4721385604
Zu Tabelle 9, S. 42:
Energien der zweikomponentigen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
(116)H2 −57833,5394118102 −57855,3324542457 −57848,9459508852
(116)F2 −58031,7446633535 −58054,3131473656 −58047,9169977963
(116)Cl2 −58756,0694442994 −58779,3182331132 −58772,8542248813
(116)Br2 −63077,9054255170 −63103,8485095512 −63096,8705515028
(116)I2 −72282,0849301175 −72310,8184740840 −72303,0658696876
(116)At2 −105636,1590740903 −105673,5197551985 −105663,0385731372
(116)(117)2 −176761,9404214203 −176829,2766149160 −176809,4881668044
Energien der skalarrelativistischen Rechnungen
Moleku¨l ZORA(MP)–HF ZORA(MP)–BP86 ZORA(MP)–B3LYP
(116)H2 −57189,25456999458 −57208,56770908229 −57202,70266207559
(116)F2 −57387,36280801425 −57407,47571171438 −57401,59415456331
(116)Cl2 −58111,68176990618 −58132,47489610516 −58126,52775460538
(116)Br2 −62433,26880977699 −62456,75712303777 −62450,29428086874
(116)I2 −71632,46034080743 −71658,70768560638 −71651,47779485417
(116)At2 −104867,60460122870 −104901,99074956600 −104892,13083953365
(116)(117)2 −174724,03761500359 −174783,56719076934 −174765,42948406321
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D Verwendete Basissa¨tze
An dieser Stelle werden die verwendeten Basissa¨tze kurz beschrieben. Die genauen Daten sind
auf der beiliegenden CD–ROM als PDF-Datei und im Turbomole–Format vorhanden, bzw.
sind im Internet unter http://www.langermann.net/diss/basis.html abrufbar.
Basis 1
Die verwendeten Kontraktionskoeffizienten stammen aus 2c–ZORA(MP)–HF–Atomrechnungen
mit spha¨rischer Elektronendichte.
I: (21s21p14d1f)/[15s17p14d1f], Kontraktionsschema {711.../3311.../111.../1}
Exponenten aus der Huzinaga–Klobukowski–Basis [55] mit einer zusa¨tzlichen d–Funktion
mit ζ=0,24041397 als Polarisationsfunktion und einer zusa¨tzlichen p–Funktion mit
ζ=75000,0, um die relativistische Kontraktion der p–Orbitale besser beschreiben zu
ko¨nnen. Die steilsten drei p–Funktionen wurde zweimal kontrahiert, einmal fu¨r die Be-
schreibung der p1/2–Orbitale, einmal fu¨r die der p3/2–Orbitale.
Tl: (29s25p15d7f)/[22s19p15d7f], Kontraktionsschema {611.../4411.../111.../1111111}
Die Exponenten wurden mit einem Programm zur Basissatzoptimierung von van Wu¨llen
[32] berechnet. Es wurden zwei steile p–Funktionen hinzugefu¨gt, um die Kontraktion der
Orbitale beschreiben zu ko¨nnen. Eine flache f–Funktion mit ζ=0,4 wurde zur Polarisation
der d–Orbitale Die steilsten vier p–Funktionen wurden zweimal kontrahiert, einmal fu¨r die
Beschreibung der p1/2–Orbitale, einmal fu¨r die der p3/2–Orbitale.
Pb, Bi: (29s27p15d7f)/[22s21p15d7f], Kontraktionsschema {611.../4411.../111.../1111111}
Die Basen fu¨r Pb und Bi wurden nach dem gleichen Schema wie die Tl–Basis erzeugt.
Po, At: (25s25p15d11f)/[20s21p15d11f], Kontraktionsschema {611.../3311.../111.../111...}
Die Basen fu¨r Po und At wurden nach dem gleichen Schema wie die Tl–Basis erzeugt.
(113), (114), (115): (32s32p21d9f)/[24s24p17d9f],
Kontraktionsschema {711.../5511.../3311.../111...}
Die Basen fu¨r (113), (114) und (115) wurden nach dem gleichen Schema wie die Tl–Basis
erzeugt. Zusa¨tzlich wurden hier auch die d–Funktionen getrennt fu¨r d3/2– und d5/2–Orbitale
kontrahiert. Der Exponent der f–Polarisationsfunktion ist ζ=0,3.
(116), (117): (32s31p21d9f)/[25s25p17d9f], Kontraktionsschema {611.../4411.../3311.../111...}
Die Basen fu¨r (116) und (117) wurden nach dem gleichen Schema wie die Basen fu¨r (113),
(114) und (115) erzeugt.
Basis 2 ist identisch zu Basis 1, nur stammen die Kontraktionskoeffizienten aus spha¨rischen
2c–ZORA(MP)–BP86–Rechnungen.
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Basis 3 wird fu¨r die skalarrelativistischen Rechnungen verwendet und hat dieselben Exponenten
wie die Basen 1 und 2, die Koeffizienten wurden aus 1c–ZORA(MP)–BP86–Rechnungen erhalten.
Die p– und d–Funktionen sind selbstversta¨ndlich dabei nicht getrennt fu¨r p1/2 und p3/2 bzw. d3/2
und d5/2 kontrahiert.
Als Basis fu¨r Elemente mit Z < 35 (Br) wird, sofern nicht anders angegeben, Ahlrichs TZP–
Basis verwendet [40], jedoch mit Kontraktionskoeffizienten aus 1c–ZORA(MP)–BP86–Atomrech-
nungen (TZzP, [32]). Fu¨r Brom wurde eine aus skalarrelativistischen ZORA(MP)–Rechnungen
neu kontrahierte Huzinaga-Klobukowski-Basis verwendet (HKPz) [55, 32].
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